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PRÉFACE 


Ce livre continue les Variétés différentiables *). 11 s'agit d'un 
autre manuel (plus complet que le cours de géométrie qu'on lit aujour- 
d'hui) à l'intention des étudiants en mathématiques des Univer- 
sités. Dans la préface des Variétés différentiables, nous avons suffi- 
samment parlé du but général de la série. Ce but reste toujours le 
nôtre, mais cet ouvrage diffère un peu des volumes déjà parus. Le 
fait est que l'enseignement de la géométrie dans les Universités 
soviétiques ne repose sur aucun principe directeur, ou peu s’en faut. 
Tandis que l'analyse à, par exemple, pour elle la tradition tant en ce 
qui concerne les manuels qu'en matière des conférences, les géomè- 
tres nagent complètement : quels matériaux inclure dans le program- 
me ? comment les enseigner ? comment les exposer ? Ce n'est qu’a- 
près avoir bien «rodé» plusieurs manuels conçus dans des optiques 
différentes qu'un professeur peut fixer délibérément le contenu et 
le style même de son cours. Pour l'instant, tout manuel doit servir 
à de nombreux cours obligatoires différemment orientés, ce qui en 
augmente sensiblement le volume. Par contre, il laisse aux encsei- 
guants une grande liberté de manœuvre, et les esprits éveillés en 
tirent beaucoup plus qu'ils n'apprennent pendant la leçon. 

La branche des mathématiques appelée géométrie différentielle 
est née comme théorie des courbes et des surfaces de l’espace euclidien 
qu'en traite par les instruments de l'analyse. Après Riemann, on se 
concentre progressivement sur les variétés munies d'une métrique 
riemannienne quelconque. L'étude du transport parallèle en géo- 
métrie de Riemann aboutit à la notion générale des connexions sur 
les fibrés principaux (ou vectoriels) arbitraires, mais cela après une 
longue période où l'on se fait siens les nouveaux concepts. Cette 
notion, substratum de la géométrie différentielle moderne, joue un 
rôle exceptionnel dans d'autres disciplines mathématiques d'’orien- 
tation géométrique, voire en physique. 

De tout temps, les liens entre la géométrie différentielle et la 
physique ont été très étroits. 11 est bien connu que Riemann a exposé 
pour la première fois ses idées dans la Leçon inaugurale de 1854, 
mais peu savent qu'il les a développées en 1867 à propos d'un problè- 
me théorique de la conduction de la chaleur. Avec la Relativité 
d'Einstein, ces liens se sont consolidés au point que certains ont 
parlé (peut-être prématurément) de la géométrisation de la physique. 


*) Voir M. Postnikov, Leÿons de géométrie. Variétés diflérentiables, éd. Mir, 
Moscou, 1990. Dans la suite, on désigne ce livre par IIT. (Le chiffre arabe qui 
suit III est le numéro de la leçon. On emploie les mêmes notations pour le: 
livres I et II.) 
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De nos jours, on trouve à ces deux disciplines un nouveau trait d'u- 
nion, savoir les potentiels des champs de jauge sont exactement les 
connexions sur tel ou tel fibré principal. 

ll est donc souhaitable (pourquoi pas nécessaire ?) que la théorie 
générale des connexions soit incorporée dans le cours obligatoire 
de géométrie destiné aux mathématiciens en herbe (le problème ne 
se pose pas depuis longtemps pour les physiciens qui étudient ces 
questions sous le titre «Champs de jauge»). Et, assez curieuse- 
ment, quatre ou cinq leçons suffisent pour exposer le strict nécessaire. 
Il est vrai qu'on néglige de sorte nombre de détails et de ramifications 
dont on ne se passe qu'à peine. Le lecteur les trouvera dans ce ma- 
nuel (ce qui en a doublé le volume) sous forme des matériaux facul- 
tatifs à étudier essentiellement soi-même. Quant aux thèmes plus 
concrets (espaces à connexion affine, espaces symétriques, espaces 
de Riemann, formes spatiales de Cayley-Klein, théorème de Gauss- 
Bonnet, calcul des variations des géodésiques, etc.), partie intégrante 
du cours, on les exposera dans le livre suivant de la série. 

De nombreuses pages traitent les problèmes qui ne sont liés à la 
géométrie différentielle que de façon indirecte, si bien que le titre 
du présent ouvrage est plus ou moins conventionnel. (11 suffit de 
dire que la géométrie différentielle proprement dite commence seule- 
ment dans la lecon 10.) Presque trois leçons sont consacrées aux 
groupes de Lie. 

La topologie figure par le biais de la théorie des revêtements et 
du groupe fondamental dont la nécessité pour le cours obligatoire 
est, paraît-il. universellement admise. On considère les classes 
caractéristiques comme êtres de la géométrie différentielle et on in- 
troduit à ce propos les X-groupes qu’on applique ensuite au problème 
de la parité de l'invariant de Hopf. (On rappelle que la notion des 
groupes d'homologie a été abordée dans la dernière leçon de III.) 
Dans les trois dernières leçons, le problème des sphères parallélisables 
ou non fait appel aux groupes d'homotopie dont on examine les 
propriétés élémentaires. 

Les thèmes majeurs sont exposés avec force détails (il y en a même 
trop peut-être, voir, par exemple, les connexions sur les fibrés des 
repères de la leçon 18). Par ailleurs, désireux de garder un volume 
raisonnable, nous étudions maintes questions non moins importan- 
tes sous forme de problèmes (accompagnés en revanche d’Indications 
très circonstanciées). 

Comme dans le livre III, le texte en petits caractères est celui des 
matériaux non géométriques (analytiques en général) et de certains 
problèmes (parmi les plus ardus), les problèmes restants étant en fait 
des exercices banaux destinés exclusivement à quiconque désire 
vérifier les connaissances acquises. 

A la différence des Variétés différentiables, les leçons du livre 
sont un peu plus longues que les conférences. Que le conférencier 
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fasse son choix : exposera-t-il une partie des matériaux sans démons- 
tration ? en fera-t-il des problèmes ? renvoiera-t-il les auditeurs 
à un manuel ? D'autre part, on comprend que les leçons de la fin 
de la deuxième année doivent être plus substantielles et se dérouler 
à un rythme plus rapide que celles du premier semestre. 

On sait que l'habitude de telles notations automatise la pensée et 
aide à la compréhension du texte, tandis que les symboles inédits 
risquent de vous embrouiller même quand il s’agit des choses con- 
nues. Aussi, tout faiseur de manuels doit respecter l’usage et être très 
prudent dans son œuvre d'innovation. Or, la géométrie différentielle 
est sur ce plan dans un état déplorable car les notations y diffèrent 
d'ordinaire d’une branche à l'autre (et d’un manuel à l'autre). 
L'auteur a fait de son mieux pour unifier les notations sans s’écarter 
trop de la tradition. Tout ne lui a pas réussi. Que le lecteur ne soit 
donc pas choqué s'il voit que la projection x d’un fibré est des fois 
désignée par la lettre p qui figure ailleurs un point (ou un indice). 

La table des matières très détaillée renseigne sur le contenu con- 
cret du livre. Aussi nous nous bornons à de brefs commentaires. 

La Première leçon est une sorte d'introduction dont on n'a en 
fait besoin que lorsqu'on a affaire aux fibrés principaux. Mais la 
négliger complètement, c'est se priver d’une vue d'ensemble de la 
question et rétrécir son horizon. Nous conseillons de la passer -en 
première lecture pour y revenir chaque fois que la nécessité s'en fait 
sentir. 

Les leçons 2 à 5 sont consacrées aux revêtements et au groupe 
fondamental. L'exposé y est concentrique, si bien qu'on peut omettre 
la leçon 5, voire se borner aux leçons 2 et 3, car dans chaque cas, on 
reçoit une information plus ou moins exhaustive. (C'est également 
vrai pour certaines leçons suivantes.) 

Dans la leçon 6, on introduit les fibrés vectoriels, thème numéro 

un du livre. On peut commencer par cette leçon, mais on ne saurait 
s'en passer. 
._ La leçon 7 illustre la réduction du groupe structural d'un fibré 
vectoriel par l'exemple des fibrés métrisables. Dans la leçon 8, on 
examine les variétés différentiables qui admettent une structure 
presque complexe et on établit en particulier les valeurs de n pour 
lesquelles une sphère de dimension nr est presque complexe ou paral- 
lélisable. 

La réduction du groupe structural dans le cas général est étudiée 
dans la leçon 9 et on introduit à ce propos la notion de géométrie 
de Klein. 

On aborde la géométrie différentielle proprement dite dans la le- 
çon 10 (on l’a déjà dit d’ailleurs), où l'on définit géométriquement 
la connexion sur un fibré vectoriel en tant qu'une espèce de champ 
de sous-espaces horizontaux. On peut la lire immédiatement après 
la leçon 6. 
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La leçon 11 présente les dérivées covariantes dont on établit la 
correspondance biunivoque avec les connexions. 

Dans la leçon 12, on décrit le transport de la connexion (—dériva- 
tion covariante) d'un fibré vectoriel donné sur ses puissances tenso- 
rielles quelconques. L'auteur a voulu que ce transport précède la cons- 
truction de la multiplication tensorielle (et en constitue la motiva- 
tion). On considère certes, en plus de la multiplication tensorielle, les 
foncteurs continus arbitraires. 

La notion de produit tensoriel de fibrés aidant, on introduit la 
différentielle covariante (début de la leçon 13). La partie restante de 
la leçon et deux leçons suivantes sont consacrées à la théorie des 
groupes de Lie. (Dans la pratique, on adjoint la fin de la leçon 14 
à la leçon 15.) 

Les leçons 16 et 17 familiarisent le lecteur avec les connexions 
sur les fibrés principaux qu'on compare ensuite avec celles sur les 
fibrés vectoriels. On les réduit aisément à une leçon et demie (voire 
à une seule) aux dépens des exemples et des explications détaillées. 

Dans la première partie de la leçon 18, on introduit le groupe 
d'holonomie et on démontre (moyennant les théorèmes généraux de la 
leçon 15) qu'il s’agit d’un groupe de Lie, puis qu'un fibré est réduc- 
tible à son groupe d'holonomie. Lorsqu'il lit son cours, le professeur 
n'a pas à se soucier outre mesure de la rigueur ni des notations, si 
bien que les deux démonstrations sont rapides et faciles. La seconde 
partie de la leçon (qui n'est pas liée directement à la première) 
établit que chaque fibré vectoriel sur une variété séparée paracom- 
pacte admet au moins une connexion et qu'il est donc trivialisable 
au-dessus de tout voisinage sphérique. 

Dans la leçon 19, on calcule le transport parallèle le long d'un 
lacet et on asseoit dessus la notion de tenseur de courbure. On discute 
d'autres définitions du tenseur. En omettant deux dernières parties, 
on peut lire cette leçon immédiatement après la leçon 11. 

La leçon 20 est centrée sur le problème d'exprimer les éléments 
du groupe d'holonomie à l’aide du tenseur de courbure. Une discus- 
sion heuristique est suivie du théorème d'Ambrose-Singer qui fournit 
la réponse voulue. A cet effet, on détermine le transport parallèle, 
la forme de courbure et le groupe d'holonomie pour les fibrés prin- 
cipaux quelconques. 

Dans la leçon 21, un théorème d'existence des relèvements hori- 
zontaux (nécessaire au cas général d'Ambrose-Singer) est démontré 
pour les fibrés principaux quelconques. On discute une deuxième 
définition de la forme de courbure des connexions sur un fibré 
principal, l'identité de Bianchi et l'équation de structure d’Elie 
Cartan. On expose enfin la construction quaternionique des instan- 
tons. 

Sur ce, on en finit au fond avec la géométrie différentielle, et on 
revient (après une brève incursion dans la théorie des champs 
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de jauge de Yang-Mills) à la topologie (leçon 22). On présente 
la théorie des classes caractéristiques de Weyl (qu'on retrouve 
dans la leçon 23) qui s'inspire des principes de la géométrie diffé- 
rentielle, et les idées clefs de la théorie des X-groupes. Dans la le- 
çon 24, on prouve (avec des lacunes) le théorème d’Adams sur Ja pa- 
rité de l’invariant de Hopf pour #7 # 2, 4,8 et on cxamine en détail 
ses divers homologues algébriques. 

La leçon 25 étudie les fibrés au-dessus des sphères. On introduit 
à ce propos les groupes d’homotopie. 

Dans la leçon 26, on calcule les groupes 7,S", n< m, et on 
démontre un théorème de Hopf {application des variétés dans les 
sphères de même dimension). 

La leçon finale expose (avec force lacunes) un procédé de calcul 
des X£ç-groupes des sphères et leur application au problème de l'in- 


variant de Hopf. 

L'Annexe in fine a été ajouté sur épreuves. 

Ce sont les leçons 6, 10, 11 et 19 qui constituent le cœur du livre. 
Le cours de géométrie (réduit à l'extrême) lu à la Faculté mécanico- 
mathématique (voir préface des Variétés différentiables) se borne 
à ces leçons (et à une partie des leçons 5 et 12), après quoi on passe 
à la géométrie de Riemann. 

Nous répétons une fois de plus que la géométrie de Riemann et les 
questions afférentes feront l’objet du volume suivant. 


LEITFADEN 
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Fibrés et morphismes de fibrés. — Topologie quotient et espace 
quotient. — Actions des groupes. — Groupes topologiques et diffé- 
rentiables et leurs actions. — Fibrés principaux. — Fibrés à groupe 
structural. — Sections des fibrés. — Fibrés localement triviaux. 


Le substantif « fibré» fait penser à un ensemble & partagé (fibré) 
en fibres, sous-ensembles disjoints non vides. Soient # l'ensemble de 
toutes les fibres, et x: €—> # l'application qui fait correspondre 
à chaque point p € € la fibre ambiante. L'application x est définie 
de façon unique par le fibré qu'elle détermine univoquement à son 
tour. Cela étant, chaque surjection x: € —+ # donne un fibré de # 
(formé des images réciproques x"! (b) des points b € #). Dans le cas 
topologique (quand € est un espace topologique), on considère natu- 
rellement x comme application continue. Tout ce que nous venons 
de dire permet et justifie la 

Définition 1. On appelle fibré un triplet 


E — (€, a, #) 


quelconque, où & et # sont deux espaces topologiques et 1: 4 — æ 
est une application continue (qui est de règle surjective). L'espace € est 
l'espace total (ou encore espace fibré) du fibré E. # est l'espace de 
base de E. Un fibré de base # est également dit fibré sur (ou au- 
dessus de) &. L'application n: #—>% est la projection de &. L'image 
réciproque #, = x”? (b) de tout point b € # constitue la fibre de E 
au-dessus de b. 

Remarque {. Donner x: €—> #, c'est donner € et #, si bien que 
Ja composante médiane du triplet (&, x, #) définit univoquement 
les deux autres. Aussi, le fibré (€, x, Z) coïncide du point de vue 
formel avec l'application x. La seule différence est que : est une 
règle selon laquelle on fait correspondre à chaque p E€ le point 
r(p}E #, tandis que le fibré fait correspondre à chaque point 
bE # le sous-espace F;. 

Mais il y a des fois avantage à oublier cette différence et appeler 
jibré une application n: € + @. 

S'il faut insister sur la dépendance de €, # et n vis-à-vis de Ë,on 
écrira #5, &F et ni (et € (£),  (£), x (E) pour des raisons d'ordre 
typographique). 

Un fibré Ë — (€, x, #) est dit de fibre-type si les fibres 7,, et 
#>+, sont homéomorphes pour b,, b, E 8 quelconques, i.e. s’il 
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existe un espace topologique 7 tel que la fibre .7 , soit homéomorphe 
à.7 pour tout b € #. L'espace .7 défini univoquement à un homéo- 
morphisme près s'appelle fibre-type de E. 

Il est clair que la projection de tout fibré de fibre-type est une 
surjection. 

Soient E — (€, x, #) et E’ = (é", n', 7’) deux fibrés. Une 
application continue œ: € — €’ qui transforme chaque fibre 7, — 
= 17} (b),bE #, de Ë dans une fibre .#,: de E’ est une application 
fibre à fibre. Elle définit par la formule ÿ (b) = b’ l'application 
Ÿ:.#—+ #8" (qui n’est pas continue en général) telle que 7° ° @ — 
= oz, i.e. telle que le diagramme 


(1) ñ | ES 


soit commutatif. Si est continue, l'application fibre à fibre œ 
est un morphisme de E dans E”, ce qui se note @: E—+ Ë. 

Puisque v est caractérisée de façon unique comme ligne infé- 
rieure de (1), on peut dire que q: € —+ €” est un morphisme :£—- £” 
si et seulement s'il existe une application continue W: @# — #' 
qui clôt le diagramme (1). Dans ce cas, c'est des fois le couple (®, w) 
qui s'appelle morphisme E + £’. 

Un morphisme œ@: £—> E” est un isomorphisme si q et ÿ sont des 
homéomorphismes, i.e. si l'on définit l'application continue p-!:6" — 
—+ € qui constitue un morphisme E£’—+ £. Deux fibrés & et EÊ” sont iso- 
morphes s'il existe au moins un isomorphisme E—+ £”. 

Si #" = B et = id, l'application fibre à fibre y (qui est néces- 
sairement un morphisme) est un morphisme sur #, et on a le dia- 
gramme commutatif 


Un morphisme sur # est un isomorphisme sur # s'il est un homéo- 
morphisme (donc un isomorphisme). Deux fibrés Ë et £” de même 
base #, isomorphes sur #, sont isomorphes. 

Problème 1. Démontrer que, si x est une application ouverte 
(transforme des ensembles ouverts dans des ensembles ouverts), 
toute application fibre à fibre € — €” est un morphisme de £ dans 
£’. S'agissant des fibrés dont les projections constituent des appli- 
cations ouvertes, les morphismes sont donc exactement les appli- 
cations fibre à fibre (et les isomorphismes ne sont autres que des 
homéomorphismes fibre à fibre). 
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+ + + 


Une application continue 1: #—# s'appelle application quo- 
tient si un ensemble UC & est ouvert dans Z si et seulement si 
l'ensemble x 71 U l'est dans €. Une surjection quotient est dite 
épimorphe. Dire «une application épimorphe » équivaut à dire 
« un épimorphisme ». 


Problème 2. Montrer que toute application continue fermée ou ouverte 
est une application quotient. 


Problème 3. Montrer qu'un épimorphisme x: € — % est une 
application ouverte si et seulement si l'ensemble x-! (1Ÿ) est ouvert 
dès que VE & l'est. 

Quelle que soit la relation d'équivalence — sur un espace topo- 
logique €, on topologise naturellement l'ensemble # = “ / — de 
toutes les classes d'équivalence par la condition que la projection 
canonique 


(2) tn: €, pr {|pl, 


soit un épimorphisme. Autrement dit, un ensemble UC # est 
ouvert dans % si et seulement si son image réciproque x !U — 
= {pEC; (pl E U} l'est dans €. 

Cette topologie sur Z s'appelle topologie quotient, et l'ensem- 
ble # muni de la topologie quotient est un espace quotient. [On 
peut dire de la topologie quotient que c'est la topologie la plus 
faible sur ©, i.e. le nombre d'ensembles ouverts par rapport auxquels 
la projection (2) est continue est maximum pour cette topologie.] 

Bien qu'elle soit un épimrorphisme, la projection (2) peut ne 
pas être une application ouve te. 


*x + # 


Une classe des relations d'équivalence importante pour lesquel- 
les (2) est ouverte a trait aux actions des groupes. 

On dit qu'un groupe & opère à gauche sur un ensemble & (ou en 
est le groupe de transformations) si l’on définit l’application 


(3) Y X 8—+8, (a, p)-ap, aE€:$, pE6, 
telle qu'on ait pour a, b € # et p € 6 quelconques 
ep —p, a (bp) = (ab) p, 


avec e l'unité du groupe £. 
On définit de manière analogue l'action à droite : 


(4) EX 4—+6, (p, a) > pa. 
Quel que soit a € ‘4, l'application 


Le 6 —+ 6, P +-> AP, 
2—01350 
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est bijective et a —> L, constitue un homomorphisme de % dans le 
groupe Sym & de toutes les bijections & — & de & sur lui-même. 

Cet homomorphisme est la représentation de ‘ÿ dans & associée 
à l'action (3). 11 est clair que la correspondance 


action <= représentation associée 


entre toutes les actions (3) possibles et tous les homomorphismes 
$—+ Sym &# possibles est biunivoque. 

Une action (3) est dite effective si la représentation associée est 
un monomorphisme, i.e. s’il existe pour tout élément a Ze de :# 
un élément p € 6 tel que ap = p. Üne action (3) est libre si ap = p, 
pE& quelconque, a lieu pour a = e seul. Chaque action libre est. 
c'est manifeste, effective. 

L'action (3) définit sur & une relation d'équivalence — telle 
que p — q si et seulement si l’on trouve a € $ pour lequel q = ap. 
Les classes d'équivalence correspondañtes constituent les orbites 
de (3). Etant donné deux orbites quelconques, elles sont ou bien 
confondues, ou bien disjointes. Une orbite contenant pE& est 
formée de tous les éléments ap, a € $#. Elle se note Sp. L'ensemble 
de toutes les orbites est désigné par &/. 11 est lié à € par l'appli- 
cation surjective naturelle de passage au quotient 


(5) nr: 6—> ElS, p 6p. 
L'application 
ip: 5— Sp, ar ap, 


est surjective pour tout élément p € &. Pour qu'elle soit une bijec- 
os pour chaque p € &, il faut et il suffit que l'action (3) soit 
ibre. 


+ + + 


La multiplication et l'opération de passage à l'élément inverse 
dans tout groupe :# définissent les applications 


(6) GX G—+ SG, (a, b) —> ab, 
(7) G— G, ar a’, 


Ün groupe $ muni d’une topologie qui fait de (6) et (7) des applica- 
tions continues, est dit topologique. Pareillement, un groupe :6 est. 
un groupe de Lie (ou groupe différentiable) si on lui confère une: 
structure différentiable pour laquelle (6) et (7) sont des applications. 
différentiables. 

Problème 4. Montrer que si (8) est différentiable pour & une variété diffé- 


rentiable, il en est de même de (7) (i.e. $ est un groupe de Lie). [On note que- 
dans le cas des groupes topologiques, l'affirmation analogue n'est pas juste.}, 


GROUPES TOPOLOGIQUES ET DIFFÉRENTIABLES 19 


Une action d'un groupe topologique ‘ sur un espace topologi- 
que & est continue si l'application (3) est continue; il est sous-enten- 
du que l’ensemble £ X & est muni de la topologie de produit direct. 
On dit de même qu'un groupe de Lie ‘ opère différentiablement 
sur une variété différentiable & si (3) est différentiable par rapport 
à la structure différentiable sur & X & qui est le produit de struc- 
tures différentiables des variétés & et &. 

Un espace topologique (resp. variété différentiable) & muni 
d'une action continue (resp. différentiable) d'un groupe topologique 
(resp. différentiable) % s'appelle &-espace (resp. .$-variété). Un 
&-espace ($-variété) est effectif ou libre s'il en est ainsi pour l'action 
(3). 

On confère à l’espace des orbites &@/& d'une action continue 
(ou différentiable) la topologie quotient, si bien que la projection 
naturelle (5) se trouve être un épimorphisme. Cet espace, est-il une 
variété différentiable pour une action différentiable ? La réponse 
est négative dans le cas général. On verra plus loin les conditions 
sous lesquelles elle est positive, mais on se borne pour l'instant aux 
actions continues. Îl va de soi que tous les résultats topologiques 
que nous allons obtenir sont automatiquement valables pour les 
actions différentiables. 

Si (3) est une action continue, la bijection Z,: €— 6 est 
continue pour tout a € $# et admet l'inverse continue Z,-1, i.e. c'est 
un homéomorphisme. Aussi, l’ensemble aŸ = L, (V) est ouvert dès 
que VC & l’est. Par conséquent, il en est de même de 


U a = U Sp. 
at pEvV 


Mais cet ensemble n’est évidemment autre que l'image réciproque 
a"! (x) par x de nŸ. Comme x est épimorphe par construction, il 
en découle que xŸ est ouvert dans &/S&. Ainsi, l'application (5) 
est épimorphe (voire ouverte) pour toute action (3) continue. 

On conçoit que ces résultats se transportent de suite au cas des 
actions à droite (4) à la différence essentielle près que la représenta- 
tion associée est un antihomomorphisme. S'agissant d'une action 
à droite, l’ensemble des orbites est noté &/% cette fois aussi, et 
l'application p ++ pa est désignée par R,. (On utilise des fois Île 
symbole &X& pour l’espace des orbites de l’action à gauche, mais 
nous nous en garderons de règle, vu qu'il va mal avec les autres 
notations, disons avec =.) 

Ainsi, chaque &-espace à droite € est l'espace total du fibré 
ë — (6, x, 6/4), où la projection 


(8) 1: S— E/Y, pr pY, 


est une suriection ouverte. 
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Soient & ot &’ deux %-espaces quelconques (pour fixer les 
idées, on les suppose des espaces à droite). Une application po: #—+ &’ 
est dite équivariante si elle commute avec l’action du groupe #, 
i.0. Si 

@ (pa) = œ (p)a 
pour tout point p € & et tout élément a € G. 

11 est clair que chaque équivariante est une pete fibre 
à fibre de E = (6, x, 81%) dans E&’ — (8, x’, &//.8), et c'est 
un morphisme de £ dans &’ du moment que (8) est ouverte. 

En particulier, chaque homéomorphisme équivariant o: 8— & 


est un isomorphisme É— Ë. 
Les isomorphismes &£—+ £’, homéomorphismes équivariants 6 —+ 


—+ 6”, sont également appelés ‘-isomorphismes. 


, 


$# + + 


On considère pour toute action à droite continue (4) le sous- 
espace #* du produit # X & formé des couples (p, 9 €8 X 6, 
où pet q appartiennent à une même orbite de (4), i.e. tels que q = 
= pa pour un élément a de ‘4. Si l'action (4)est libre, a est défini de 
façon unique. Soit + (p, q) cet élément. Il vient une application 


(9) tr: &*—+ 9 


qui s'appelle translation. 

Définition 2. Si l'application (9) est continue, le fibré & — 
= (6, x, 6/$) est un :5-fibré principal de groupe structural :5, 
et l'espace & (muni de l’action à droite libre de .5) est un .$-espace 
principal. Quant à l'action (3), on dit qu'elle est principale. 

On constate aisément que la bijection continue 


PE 4 — p$, a r-> pa, a € Ÿ, 


est un homéomorphisme pour tout -fibré principal & = (€, x, 6/5) 
et tout point p € &. En effet, j, (t (p, q4)) = q pour tout q € p5 
par définition, si bien que l'application continue 


qt(p, q), qEp#, 


est l'inverse de j,. D 

Cela signifie que chaque -fibré principal est un fibré de fjibre- 
type espace du groupe % (on dit par abus de langage que la fibre- 
type est en l'occurrence le groupe ‘). 

Exemples de fibrés principaux. 

Exemple 1. Quels que soient l’espace topologique æ et le groupe 
topologique #, le produit 6 = # X & est un ‘-espace à droite 
pour l'action 

(b, a) g = (b, ag), bEB, a, g€$. 
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Cette action est libre, et le sous-espace €* est formé des couples 
((b,, &), (b2, a;)) tels que b, = b,. Cela étant, la translation (9) est 
donnée par la formule 


T((, &), (b, a2)) = aï'a:; 


c'est donc une application continue. Dans ce cas, l'espace quotient 
&/$ s'identifie de façon naturelle à #. si bien qu'on définit pour 
tout 53 et tout 5 le fibré principal 


(10) (3 X &, n, #), oùn(b, a) =b, bEB,a€$, 


de groupe structural “ et de base #. 

Les fibrés (10), ainsi que tout fibré principal qui leur est :5- 
isomorphe, s'appellent fibrés principaux triviaux. 

Exemple 2. Un groupe topologique :, sous-groupe d'un groupe 
abstrait | et sous-espace d'un espace topologique [', est un sous- 
groupe d’un groupe topologique T. Le groupe F est évidemment un 
S-espace à droite libre pour la restriction à FT X «# de la multi- 
plication l X ll. L'ensemble l'* est dans ce cas formé de tous 
les couples (x, y) € VX T tels que x”! y E ‘4, et la translation (9) 
est définie par 


T(z, y) = x. 
Par conséquent, la translation est continue, et la projection 
DV IVG, zx, zET, 


est donc un &-Jibré principal dont la base # = l/# a pour élé- 
ments les classes à gauche z£ du groupe l suivant le sous-groupe ‘3. 


Problème 5. Un espace topologique .Ÿ' est dit régulier si chaque po pEX 
est fermé (i.e. s'il en est ainsi de tous les singletons {p} = À) et s'il existe pour 
tout voisinage U d'un point p quelconque de .{’ un voisinage V de p tel que 
V & U. (Cf. définition plus faible 4 de III.14.) 

Démontrer que 

19 tout espace régulier est séparé; 

2 l'espace T/$ des classes à gauche du groupe T suivant le sous-groupe 
est régulier (donc séparé) si et seulement si ‘% est fermé. 


Remarque 2. L'affirmation 2° ne dit rien sur la topologie de F 
(en particulier, on ne fait pas l'hypothèse de l séparé). Aussi, elle 
entraîne en particulier qu'on a les affirmations équivalentes suivantes 
pour tout groupe topologique T: 

1) l'unité e de Test fermée; 

2) le groupe TV est un espace topologique séparé; 

3) Test un espace topologique régulier. 


Problème 6. Démontrer que quels que soient le groupe de Lie T et son sous- 
groupe de Lie fermé % (i.e. un sous-groupe qui est une sous-variété fermée), 
l'espace quotient l/$ constitue une variété différentiable (de dimension 
dim T—-dim $&). 
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Exemple 3. Soit C, un groupe cyclique d'ordre 2 engendré par t. 
La formule 


t(x) = — x, xES", 


définit une action libre de C, sur la sphère S" — {x € R"*; 


| x | = 1}. Le sous-espace (S")* est formé des points (x, ex), e — 
= +1,et la translation est donnée par + (x, ex) = t*, où a = Osi 
e = 1Â1,et a = 1 sie — — 1. Cette application est évidemment con- 


tinue, si bien que La sphère S" est un C.-espace principal. Le C,-fibré 
principal correspondant a pour base l'espace projectif de dimension n 


RP? = S"/C,. 
On note que l’espace total et l’espace de base du fibré principal 


sont ici des variétés différentiables et que le groupe structural est 


un groupe de Lie. 
+ * + 


Si le groupe :$ opère continüment à droite sur l’espace & et 
à gauche sur l'espace &, la formule 
(p, z) = (pa, a”lx), Pp € 6; Z € re a € ÿ, 
définit sur @ X .7 l’action à droite (qui est, on l’établit facilement, 
continue) du groupe ‘$. 


L'espace quotient correspondant des orbites (8 X .7)/S se note 
€ X .F et s'appelle produit de & et .F sur S. 


__ Désireux d'alléger les formules, nous noterons de règle [p, zl 
(ou [p, zle) l'orbite (p, x) ‘7 du point (p, x) €& X 7. On note que 
par définition 

{pa, xl = ([p, ax] 


pour tout élément a de SG. 
Soit le diagramme 
” F +6 


| = 
E—— 8/5 =8 


dont les flèches horizontales sont des applications par passage au 
quotient et la flèche verticale gauche est la projection du produit di- 
rect 6 X F sur le premier facteur. Quant à la flèche verticale droite, 
on la définit univoquement en exigeant que le diagramme soit 
commutatif. (En effet, si [p, xl =1[ q, y] dans & . #F,i.e. q = pa, 


z = ay, alors p£ = q#, i.e. x (p) = x (4) dans &/:. Aussi, la 
formule x {p, xl = p$ définit entièrement l'application 
1:86 XF + # 
$ 
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qui ‘ermine Île diagramme.) L'épimorphie dd 6 X F6 X F 


g 
entraîne de suite la continuité de x. Ïl y a plus. L'application x est 
ouverte si 68 XF —6éeté—# le sont. Aussi, x étant une surjec- 
tion est épimorphe (i.e. la topologie dans Z est encore la topologie 
quotient pour x). 

Ainsi, le triplet 
(11) E —{(é, na, #), € = 6 : F3 


constitue un fibré dont la projection a est une surjection ouverte. 
Soit F —= 7! (b) la fibre de (11) au-dessus de b € Z, et soit p, un 
point de l’espace & tel que p,% = b. La formule 

(12) j (2) = (po, zl4, zEF, 

définit une application continue j:.7 —+ #4, (dont on signale la 
dépendance vis-à-vis du choix de D). 

Si [p, xl EF», ie. pS — b, alors p = p,a pour un élément a 
de #, si bien que ([p, xl — [p,, axl — j (ax). Par conséquent, j est 
une surjection. 

Poursuivons. On voit sans peine que si le groupe 4 opère libre- 
ment sur l'espace 6, alors j est une bijection. En effet, si j (x) = j (y), 
i.e. [po, +] — (po, y}, alors p,a = p, et x — ay pour un certain 
élément a € :#. Mais comme l'action est libre, l'égalité pa =p 
implique a — e, auquel cas x — ay entraîne x = y. [] 

L'application réciproque j-!: #7 ,—> .7 envoie chaque point 
[p, xlE F% en le point ar € F, avec a un élément de # tel que 
Poa — p. D'autre part, si Ÿ opère librement, l'égalité pa = p 
signifie que a = t (Po, p), t étant la translation (9). Donc, 


j7" (Up, xl) = T(Po, p) z. 

Si l’application + est continue, i.e. si & opère principalement 
sur 6, l'application j-! est donc continue, si bien que j est un homéo- 
morphisme. Ainsi, le fibré (11) possède dans ce cas une fibre-typo, 
espace #. 

Définition 3. Le fibré (11) obtenu à partir du fibré principal & — 
= (6, x, #) et du S-espace à gauche .7 (ainsi que tout fibré qui lui 
est #-isomorphe) s'appelle fibré de groupe structural & et de fibre .F, 
associé au fibré principal E. 

On le désigne par le symbole & [ 7]. 

On souligne que les fibrés à groupe structural sont nécessaire- 
ment déterminés en fonction des fibrés principaux. 

Nous appellerons “%-fibrés les fibrés à groupe structural “. 
(Certains auteurs donnent ce nom aux fibrés de la forme (8) que, 
pour notre part, nous ne nommons pas.) 

Remarque 3. Chose à remarquer, le groupe :$ n'opère pas en 
général sur les fibres 7, de El 71]. 
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Problème 7. Montrer que si & est un groupe abélien, on définit naturelle- 
ment sur les fibres 5, de £ [7] une action du groupe % pour laquelle tous les 
homéomorphismes (12) sont équivariants. 


Soient E — (6, x’, #') et & — (6, x, #) deux fibrés prin- 
cipaux de même groupe structural &. La formule 
pLFI (Ip, xl) = (p(p), xl, pE&, z€EF, 


définit bien, pour tout #-espace à gauche 7 et toute application 
équivariante p: & —+ &, une application fibre à fibre 


piFl:E F1 EF]. 


Si p est un homéomorphisme, il en est de même de ql.7]. Nous dirons 
des homéomorphismes fibre à fibre ql.#1 qu’ils sont des &-isomorphis- 
mes de fibrés à groupe structural #. Ainsi, deux fibrés E'{.7"} et 
E(F] de groupe structural % sont $-isomorphes si et seulement si 
F' = F ets'ily a ÿ-isomorphisme des fibrés principaux &' et &. Les 
fibrés Ê(#] et É [7] peuvent certes être isomorphes sans être ÿ- 
isomorphes. 

Exemples de fibrés à groupe structural. 

Exemple 4. On suppose que le groupe < opère trivialement sur F, 
i.e. ax — x pour tout a € 8 et tout point x E€.F. Alors (p, x) — 
= (q, y) dans & X .7 si et seulement si x = y et p — q dans é. 
Aussi l'application 

ExXF TS BXT, (pb, 2r(p8, 2), 
induit o:8 XF # x F, ligne inférieure du diagramme com- 
$ 


mutatif 
6x7 


DXF 


8xF 
4 


Puisque les deux autres applications du diagramme sont conti- 
nues et ouvertes, y est continue et ouverte, et, ce qui plus est, elle 
est évidemment bijective. Par conséquent, c'est un homéomorphisme. 
D'autre part, si pr: # x F—+ P,(b, x) ++ b, est la projection de 
æ x .F sur le premier facteur, on a pour tout point (p,xl € 6 : F : 


(prog){p, xl = p$ = x ([p, xl), 
égalité qui signifie que œ est un homéomorphisme fibre à fibre sur # 
du fibré ELF] — (8 x 7, n, &) sur le fibré (# X F, pr, #). 
ÿ e ° 
Le fibré (# x 7, pr, #) (ainsi que tout fibré sur # qui lui est 
isomorphe) est dit trivial. 
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Ainsi, si de groupe .5 opère trivialement sur l'espace F, le fibré 
81.71 est trivial pour tout fibré principal # (et il ne dépend donc 
pas de €, voire de :$). 

Exemple 5. Soit & un fibré principal trivial, i.e. il s'écrit ë — 
= (#9 X 8, x, #) (voir exemple 1). La formule : 


q [p, z}e — (b, at), où Pp — (b, a), b € B, a € &, 
définit bien (le vérifier !) une application continue fibre à fibre 
6 Es X JF, 8= 8 X ÿ, 


qui est un homéomorphisme (admettant l'inverse (b, x) > [(b, e), xl, 
avec e l'unité de #). Ainsi, Le fibré 8 [7] est trivial quels que 
soient le ‘8-fibré principal trivial & et le -espace à gauche F. 

Les fibrés & [7] associés au fibré principal trivial & s'appellent 
-fibrés triviaux. (De ce point de vue, £ [#1] de l'exemple 4, qui est 
un fibré trivial et un #-fibré à la fois, n’est pas en général un $-fibré 
trivial.) 

Exemple 6. Chaque élément a d'un groupe « arbitraire déter- 
mine l'application L,: :$—+ ‘4 définie par 

L,b = ab, bE %; 


c'est la translation à gauche de a. La correspondance a > L, donne 

l’action à gauche de & sur l’ensemble de ses points, qui est continue 

pour &# topologique. (Cette action est libre, mais nous n'en avons pas 

besoin pour le moment.) Aussi, on définit, pour tout £-fibré princi- 

pal & = (8, x, #), le fibré ë (S]. L'espace total de & [&] est par 

définition l'espace quotient & X du produit 6 X & par l'action 
$ 


(p, a)g = (pg, ga), pE6, a, g€%, 


i.e. par la relation d'équivalence telle que (p, a) = (q, b), p,a€&, 
a, b € $, si et seulement si l'on trouve un élément g € & pour lequel 

— pg et a — gb. Aussi, la formule (p, a) pa définit entièrement 
l’application (évidemment continue) & : G—+ €, inverse de 


l'application continue 
PP: 86 x$5, pr-lp,els. 
ÿ 


Comme œæ s'effectue fibre à fibre (le diagramme 


EE 
2 


Nr 


est commutatif), cela prouve que & (#] est isomorphe à E&. 
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Exemple 7. Soit £& — (S!, x, XP!) le C;-fibré principal de 
l'exemple 3 (pour x — 1), et soit Z le segment [-—1, 1] sur lequel C, 
opère par la formule t (+) — —zx (avec t le générateur de C;,, et r € 
€ [—1, 1]}). L'espace total 

S' x 1 
C 


2 
du fibré associé & [7] est la bande de Môbius (le démontrer !). 
* + * 


Définition 4. Soit E — (€, x, #7) un fibré quelconque. Une 
application continue s: # —+ € s'appelle section de E si 


Zos — id, 


i.e. si s (b) € #4 pour tout point b € #. (Ainsi, on dit de façon plus 
concrète que la sections: #-+ 6 choisit dans chaque fibre #, le 
point s (b).) | 


Exemples de sections. 


Exemple 8. Chaque section s d'un fibré trivial (Z X #, pr, #) 
est donnée par la formule 
(13) s(b) — (b, f(b))}, bE æ, 
avec /: @—+ f une application continue. Réciproquement, toute 
application continue f: #—> % définit par (13) une section s: #—+ 
— # X .F du fibré (# X 7, pr, #). On voit donc que les sections 
du fibré trivial (3 X ?, pr, @) sont en correspondance biunivoque 
canonique avec les applications continues 8 —+ ÿ. 

Ainsi, on interprète les sections comme applications continues 
généralisées. 

Exemple 9 (qui généralise l'exemple 8). Soient £ = (6, n, #) un 
fibré de fibre-type .7, et & — (&, x, ®) le -fibré principal asso- 
cié. (Ainsi £ — 8(.#]; en particulier, & — & x .F.) Soit ensuite 


TJ 
s:.# + 6 une section quelconque de £. Le point (s ° +) (p) s'écrit de 
façon unique pour chaque p € £ comme [p, f (p)le, avec f (p) € F. 
Cela donne une application f : 6—+.7 qui est continue. 
[On dirait de prime abord que c'est l'évidence même du moment 
que f est univoquement définie par l'existence du diagramme commu- 


tatif 
idx/ _ 
E— 8x3 


x | | 7 
F—— 8x8 


dont les flèches verticales sont des applications épimorphes (voire 
ouvertes). Cependant, ce diagramme ne nous aide guère. En effet, 
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l'image réciproque d'un point (ps, to) € 6 X .7 quelconque (si 
elle n'est pas vide, i.e. si x, — f (po)) par la composée des appli- 
cations du diagramme, sauf la ligne supérieure, est formée de tous 
les points de l'orbite p,#, tandis que celle de (p,, x0) par l’applica- 
tion id Xf se réduit à p,. Aussi, on démontre la continuité 
de f par un procédé plus subtile.] 

Soit ppE 6 et ro = f (po). Soit ensuite U un voisinage quel- 
conque de x, dans l’espace .7. On demande un voisinage V de p, 
dans 6 tel que fVE U. On remarque à cet effet que, puisque le grou- 
pe Z opère continûment sur .f, on trouve dans & un voisinage O 
de l'unité et dans f un voisinage U* de zx, pour lesquels OU" U 
(i.e. ax € U pour tout élément a € O et tout point x E U”). Pareille- 
ment, comme la translation (9) et la section s sont continues, 
l'espace & contient un voisinage V” de p, tel que + ((V” x V'}n&*)= 
« O, et l’espace 7 contient un voisinage W de b, = x (p;) 
tel que s(W)e x (V’ x U”’) (l'ensemble x (V' X U”) est ouvert 
dans € — 6 X .# parce que l'application x est ouverte). On pose 


V=riWnNny:. 

Si pE ŸV, alors x (p)E Wet (s ° +1) (p) € x (V' x U”}, ie. (so 
sx) (p) = {q, xl,où qE V'et xEU'. D' autre part, (sc x) (p) — 
= [p, / (p)l par définition. Aussi, le groupe & possède un élément 
sn p) tel que p — qa et f (p) = ar. Or, qe V',et peF, 
si bien que a = + (q, ) € O, donc f (p) E OU" U vu que z € U. 
Par conséquent, fVE U. DO 

Tout point pE &et tout a €  vérifient par définition l'égalité 
(sc x) (pa) = [pe f (pa)l = {p, af (pa)l. D'autre part, (s ° x) (pa) — 

= (s°x)(p) = [p, f (p)l. Ainsi, 


(14) f(pa) = a 'f(p)}, PE6, a€%. 


Inversement, soit f une application continue 8—> # quelconque 
assujettie à (14) et soit x (p) — x (q), i.e. q — pa. On a 


[q, f (q)) — (pa, a”f (p)} = [p, f (p)l. 


La formule 
S (b) _— [p, J (p)le, b= x (p), 


définit donc complètement une section s du fibré £ — El F1]. 
Ainsi, les sections du fibré E sont en correspondance biunivoqut 
canonique avec les applications continues f: 6—+ % soumises à la rela- 
tion (14). CO 
Remarque 4. Le ‘6-espace à gauche .7 est un ‘-espace à droite 
pour l'action a +R, définie par 


Rat = a lx, zE.f 
La condition (14) signifie que f est nant pour cette action. 
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Si 4 opère trivialement sur 7 (si bien que £ — 4 [F]) est un 
fibré trivial), la condition (14) s'écrit 


(15) f(pa) = f(ph PpE6, a € #, 
et la formule 
(16) { () = f(p) ss b=x(p) (ie. b = p$) 


définit donc bien l'application f: #7 —+ , ligne inférieure du dia- 


gramme 
£ 
L “€ 
= #F 
f 


Comme la projection x est un épimorphisme, f est continue si et 
seulement s'il en est de même de f. 

La formule (16) établit donc une correspondance biunivoque 
entre les applications continues &—> # soumises à (15) et les 
applications continues arbitraires 3—+ #. 

D'autre part, l’isomorphisme fibre à fibre 6 X F7 —+ # x .7 du 


bp) 


cas considéré est établi par la correspondance {p, xl—(x (p), x) 
(voir exemple 4). Par conséquent, il transforme la section s de 
&= & [F1 associée à l'application f en la section br+ (b, f (b)) asso- 
ciée à f du fibré trivial (# x F, pr, #). 

Ainsi, l'exemple 9 généralise bien l'exemple 8. 

Exemple 10. Supposons que le groupe “7 opère sur l'espace F et 
qu'il existe un point fire par cette action (i.e. un point x, tel que 
ato = TZ, pour tout a € &). L'égalité f (p) = ro, p € 6, détermine 
l'application f: #-—> F qui vérifie (14). La section correspondante 
est donnée par 


S(b) = [p, xl, b = x (p) 


(cette formule définit entièrement s parce que {[pa, xl = [p, x,] 
pour tout a € $). Ainsi, chaque point fire du %-espace F définit une 
section du fibré E = EF]. 

La réciproque n'est pas vraie en général. 

Exemple 11. Soit & — (3 X $, x, 8) un fibré principal trivial. 
La formule 


S(b) — (b, e), bEP, 


avec e l'unité du groupe Z, en définit une section s. Mais 6 est de 
plus (voir exemple 5) un fibré & [#1] de fibre F le groupe & considéré 
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comme #-espace pour les translations à gauche, donc dépourvu de 
points fixes. 

Chose à noter, c'est la seule exception dans la classe des fibrés 
principaux. En effet, si un &-fibré principal arbitraire & — (6, 
x, 8) admet une section s: #—+> 6, la formule 


p(b, a) =s(b)a, bEP, a€ :3, 
définit l'application (évidemment continue) 
p: PF X :5— 6. 


Comme s (b) (ag) = (s (b) a) g, g € :3, elle est équivariante. D'autre 
part, 


bp) =(x(p};,tT((S°0x)p, p))}, PE&, 


donne l'application continue : 6—+ 7 X 5 telle que (œp + ÿ) (p)— 
= (Sox) (p)Tt((s°x)p, p)—p et (b°œ) (6, a) = (x (s (b) a), 
T((sox) (s (b) a), s (b) a)) = (b, a), ie. powp—=id et pop — 
— id. Par conséquent, q est un homéomorphisme équivariant (iso- 
morphisme de :9-fibrés principaux). Ainsi, un ‘“-fibré principal 
admet une section si et seulement s'il est trivial. 

En vertu des exemples 9 et 10 (et de & — à [S]), il en découle de 
suite qu'un Ÿ-fibré principal E = (6, x, #) est trivial si et seule- 
ment s'il existe une application continue f: €— % qui vérifie la 
relation (14). 


$ + + 


Soit, une fois de plus, ë — (6, x, #) un fibré quelconque. On 
pose £y = x 'U et ny = x |g, pour tout ensemble UC #. Le 
triplet (vu, tu, U) s'appelle partie de E au-dessus de U et se note Ely. 

S'agissant d’un fibré principal E — (6, «+, #), le sous-espace 
Bu — x 'U est un :$-espace (si pE &w, alors pa € êy pour tout 
a € 4) et même un ‘3-espace principal (on le constate aisément). 
Cela veut dire que chaque jibré & | uw, avec & un fibré principal, est 
principal lui aussi, et il est clair que tout ‘#-espace à gauche F 
vérifie l'égalité (‘-isomorphisme canonique) 


BF] u = Elu lF1]. 


Ainsi, une partie au-dessus de U d'un ‘-fibré quelconque est encore 
un %-fibré. 

Définition 5. Un fibré E de fibre-type 7 est dit localement trivial 
s’il existe un recouvrement ouvert {U, } de l’espace de base & tel 
que £ (plus précisément, £ |,,) soit trivial au-dessus de chaque élé- 
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ment U, de {U,}). Cela signifie qu’on a pour Ë |u, le diagramme 
commutatif 


Pa 
UX F Eur _. a" Ux 
pr Ph nd TU 
U 


dont la ligne supérieure q, est un homéomorphisme. 

On dit de g, que c'est une trivialisation de E au-dessus de L’,, 
et U, s'appelle voisinage trivialisant. 

Si ë est un £-fibré, on exige de plus que les triviansat-uus qy 
soient des .$-isomorphismes. 

On voit facilement (le démontrer !) que les :5-fibrés associés 
à un Ÿ-fibré principal localement trivial sont localement triviaux 
même sous ces hypothèses. 

Dans la suite, tous les fibrés seront en fait supposés localement 
triviaux. 

Un rôle particulier revient en géométrie différentielle aux fibrés 
localement triviaux de fibre-type R" et de groupe structura} 
GL (7; R) (qui agit naturellement sur R"). Il se trouve que ces fibrés 
(dits vectoriels) sont susceptibles d'une définition directe qui ne 
recourt pas au fibré principal correspondant. 

On les étudiera dans la leçon 6. 
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Revêtements. — Exemples de revêtements. — Quelques remarques 
sur les revêtements. — Théorème du chemin de revêtement. — Une 
précision de ce théorème. — Fibrations au sens de Hurewicz. 


Soit 
(1) n: C—> À 


une application continue. On dit qu'un ensemble ouvert UC # est 
bien recouvert par l'application x si son image réciproque êu — n7!U, 
quand elle n'est pas vide, est la réunion disjointe d’ensembles ouverts 
V,e €: 


atU=||v, 
à 


tels que 
(2) LS Lv, ‘ V,—- U 


soit un homéomorphisme pour tout v. 

On suppose l’espace 7 connexe (voir III.11). 

Définition 1. L'application (1) s'appelle revêtement si 

a) l’espace & est connexe: 

b) il existe un recouvrement ouvert Ü — {U,} de l'espace ?, 
qui est formé des ensembles bien recouverts par (1). 

On donne également le nom de revêtement au triplet E = (€, x, #), 
, @ étant des espaces et x un revêtement € — ?. 

Remarque 1. On a évidemment la condition b) si E est un fibré 
localement trivial de fibre Z discrète. Soient, inversement, E un 
revêtement, b, un point quelconque de ?, et soit # — }, la fibre. 
de E au-dessus de b,. Considérons l’ensemble CE & de tous les points. 
bE B tels que la fibre F4, — x-! (b) soit équipotente à l'ensem- 
ble F. Si U, est un élément de Ü tel que C AU, - D, on a mani- 
festement U,c C. Aussi, C est ouvert et fermé à la fois (si bE€C 
et bE Ux, alors C AU, 7 ©, donc VU, C). Puisque C £ S (car 
b, EC)et Z est connexe, la chose n'est possible que quand C — ?, 
si bien que toutes les fibres de (1) sont équipotentes à .# qui est donc 
la fibre-type de x. Cela signifie que l'ensemble 64, = n"U, est 
pour tout « homéomorphe fibre à fibre au produit U, X F, i.e. 
constitue un fibré localement trivial de fibre #. Ainsi, les revêtements 
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sont exactement les fibrés localement triviaux de fibres discrètes et d'es- 
pace total connexe sur un espace connexe. 

En particulier, fout revêtement (1) est une surjection. 

L'espace total 6 de E s'appelle également espace de revêtement. 

Si un revêtement a toutes ses fibres finies (qui ont donc un même 
nombre de points), on dit qu'il est à un nombre fini de feuillets, et le 
nombre de feuillets est celui des points des fibres (on observe qu'on 
ne définit pas le feuillet d'un revêtement). 


+ + + 


Exemples de revêtements. 
Exemple 1. La formule 


n (t) = (cos 2nt, sin 2xt), tER, 


définit le revêtement ?—+ S! qui recouvre la circonférence S! — 
= {(x, y); x? + y° = 1} par la droite 1. 
En coordonnée complexe z — x + iy, 


n(t)=eitit, 4EXR. 


Géométriquement, la droite s’enroule sur la circonférence. Les fibres 
de x sont les sous-espaces discrets {f,+2nW, N = 0, +1, ...} 
(classes du groupe À suivant le sous-groupe 2172), et tout arc ouvert 
de S! (même s’il a ses extrémités confondues) est bien recouvert par 
l'application R—+ S'. 

Toute fonction S'—+ R% sur S! composée avec x s'interprète 
comme fonction périodique sur À. (Ce passage de S! à ? équivaut 
à définir sur S' la coordonnée angulaire; voir III. 20, p. 295.) 

Exem)le 2. La formule 


T1 (t, t:) — (e2rih, e2tits), t, L, € R, 


-donne le revêtement 
n: R1—+ Ÿ? 


où T?= S! x S! est un tore de dimension 2. Les fibres de x 
sont les classes du groupe * suivant le sous-groupe 2x2. La restric- 
tion de nau carré LP = {(ti, 42), 0< ti <1,0< ta 1} permet de 
représenter T2? par le carré 1° à côtés opposés identifiés. 

On conçoit que cet exemple se généralise de suite à tout n. 

Il autorise de plus à dire que quels que soient les revêtements 
TU: 1 Pa et Na: Ca Pa, l'application 


Ti X Ta: C1 X Ba Pa X Pos (Pis Pa) + (5 (Ps); Ta (P2)), 


-est encore un revêtement. 
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Problème 1. Démontrer la dernière affirmation. (Ne pas oublier de montrer 
que l'espace #, X #, est connexe si €, et €, le sont.) 


Les exemples { et 2 admettent une autre généralisation. 

Exemple 3. Un sous-groupe l d'un groupe topologique & est dit 
discret si l'unité e de $ possède un voisinage U tel que U, NU, = © 
quels que soient a, b distincts de F. (Ce sous-groupe est un sous- 
espace discret de 5. Question: La réciproque est-elle vraie ?) On 
voit sans peine (le démontrer !) que quel que soit le sous-groupe discret 
T d'un groupe topologique connexe :5, la projection canonique 


I : G—+ GIF, gr gl, gE , 


est un revêtement. 

Ce revêtement est à n feuillets, n fini, si et seulement si le groupe 
T est fini, auquel cas n est égal à l’ordre de ff. 

Exemple 4. Le groupe S' contient pour tout n > 1 un groupe 
fini (donc discret) lformé des points e?%##/n, £ = 1,...,n. L'appli- 
cation 

ST —+S!, eifT +eirt, 


est, on le constate facilement, un homéomorphisme, si bien que sa 
composée avec la projection canonique S!—+ S!/T: donne le revé- 
tement 


(3) . a: S'-=S$S! 
à un nombre fini (— n) de feuillets. 

Géométriquement, la circonférence S! s’enroule 7 fois sur elle- 
même. 

Problème 2 (qui généralise l'exemple 4). Démontrer que 


1° quels que soient les vecteurs linéairement indépendants (m,, m;), 
(ns, n+) à valeurs entières, tous les points 


(e2ñi Cnh+mal)/A Q271 (n,A+nl)/A) A = M, Ma 
| s : ni ne 
k, 1=0, +1, +2, ..., du tore T2? constituent un sous-groupe fini d'ordre 


| A]; 
29 l'espace quotient correspondant T?/F est homéomorphe à T2. 


On obtient donc le revêtement à | A | feuillets 


(à) . a: T'-+ T7 
d'un tore par un tore. Si (m1, ms) —= (1, 0) et (ns, na) = (0, n), il s'écrit 
(5) a X id: T° T7? 


avec zx’: S' —+ S' le revêtement (3), et si (m1, m2) = (m, 0), (ny, n2) = (0, 1), 
il vient 


(6) id X a’: T'— 7, 
n': S! —+ 9! étant le revêtement (3) pour m. 
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Soient E — (#, x, #) et EE — (€’, x', #) deux revêtements 
de l'espice #. 

Conformément aux définitions générales de la leçon 1, l'homéo- 
morphisme f: € — €’ est un isomorphisme de £ sur E’ s'il trans- 
forme les fibres dans les fibres, i.e. si le diagramme 


f 
E — $ 


PA 
est commutatif. 


Problème 3. Démontrer que tout revêtement (4) est isomorphe au produit 
de composition d'un revêtement (5) et d’un revêtement (6). 


Exemple 5 (qui généralise l’exemple 3). On suppose que le groupe 
discret T opère continûment à gauche (voir leçon {) sur l’espace 
topologique &. Cette action est dite discrète si chaque point p € “ 
possède un voisinage V tel que 


YV NV = © pour tout élément y £e de F, 


avec yŸ une partie de l’espace € formée de tous les points yp, p € V. 
J1 est clair que toute action discrète est libre. 


Problème 4. Démontrer que toute action discrète est une action principale 
(voir définition 2 de la leçon 1 


Soit U l’image du voisinage V par la projection canonique 
1:66 +@IT, pp, pEé. 


Comme 
7 AU = r 
(7) ñ IL Y 


et tous les ensembles yV sont ouverts, l’ensemble n-!U l'est de 
même. Par conséquent, U est un ouvert d'après la définition de la 
topologie quotient. Puisque la restriction de x à chaque yV est un 
homéomorphisme de yV sur l’ouvert U (le démontrer !) et qu'on 
a la décomposition (7), l'ensemble U est de plus bien recouvert par x. 
Les ensembles U formant une base des ouverts de l'espace quo- 
tient €/T, cela prouve que La projection ê—+> IT est un revêtement 
pour toute action discrète V X 6—+ 6. 

C'est manifestement vrai pour € x l' + & une action discrète 
à droite. 

Exemple 6. La théorie des fonctions d'une variable complexe 
nous enrichit d'une autre classe des revêtements. 
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On rappelle que toute fonction analytique (multivoque en géné- 
ral) w — w (z) définie dans un domaine G du plan complété de la 
variable complexe s'interprète comme fonction univoque sur sa 
surface de Riemann ©, variété analytique complexe de dimension 
un (donc, variété analytique réelle de dimension 2) qui se projette 
sur G. Cela étant, la projection x: ’— G recouvre bien tout ouvert 
UC G dépourvu de points de ramification de la fonction w. Aussi, 
on obtient un revêtement à condition d'éliminer les points de rami- 
fication contenus dans G (et leurs images réciproques de Z). 

Dans le cas particulier de w — w (z), inverse de la fonction 
holomorphe univoque z — z (w), ce revêtement est réalisé par cette 
dernière (après qu’on chasse de son domaine de définition tous les 
points où sa dérivée est nulle). 

Par exemple, z — w”" réalise le revêtement à nr feuillets € K{0}— 
— C\X{0}, et le revêtement à un nombre infini de feuillets C—+ 
— CK{0} l'est par z = e“. 

Quand les espaces € et & sont des variétés différentiables (resp. 
analytiques complexes), le revêtement x: € —— # est dit différen- 
tiable (resp. analytique complexe) si chaque point b € # admet un 
voisinage U bien recouvert tel que toutes les applications (2) soient 
des difféomorphismes (resp. homéomorphismes analytiques com- 
plexes). 

Chaque revêtement différentiable rx: €— æ est certes une 
application différentiable, mais tout revêtement application diffé- 
rentiable €—+ æ n'est pas différentiable. Témoin tout homéomor- 
phisme différentiable qui n'est pas un difféomorphisme. 

Les revêtements des exemples 1, 2, 4 et du problème 2 sont évi- 
demment différentiables. | 

Problème 5. Démontrer que si l’espace $ du revêtement x: € —+ ® 
est une variété différentiable (resp. analytique complexe), on déjinit 
sur 6 une structure différentiable (resp. analytique complere) unique 
pour laquelle x: €—+ # est un revêtement différentiable (resp. analy- 
tique complexe). (Indication. Les cartes de cette structure sont les 
couples (V, Æ ox), où est l'application de coordonnées d'un 
voisinage de coordonnées bien recouvert UC Æ# quelconque et V un 
ensemble tel que l'application x | soit un homéomorphisme 


VU. 


*X *% + 


Comme l’espace de revêtement est assujetti à être connexe, aucun 
fibré trivial # X F —+ @, tel que l’ensemble (espace discret) 7 
contienne plus d’un point, n'est un revêtement. 

Par ailleurs, l'application identique id: #— # en est évidem- 
ment un. 

Il en va de même pour tout homéomorphisme a: é—> #. 

Ces revêtements sont dits triviaux (ou à un feuillet). 


2: 
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Le diagramme 
C 


1 
6 
Ne / 
3 
montre qu'un revêtement est trivial si et seulement s'il est isomorphe 
au revêtement id: 7 — #. 

Un espace 7 dont tous les revêtements sont triviaux, est dit non 
recouvrable. 

Nous nous proposons de décrire (à un isomorphisme près) tous les 
revêtements de Z donné et d'établir en particulier les conditions 
sous lesquelles cet espace est non recouvrable. On exige que # soit 
séparé, connexe par arcs, localement connexe par arcs (voir II1.15) 
et semi-localement simplement connexe (propriété que nous intro- 
duirons en temps et lieu). Dans le cas contraire, la théorie des revé- 
tements se complique singulièrement. Il y a plus. Ces conditions 
sont en fait satisfaites dans tous les cas d’un intérêt géométrique cer- 
tain (en particulier si 7 est une variété séparée connexe). 

Il est clair que si un ensemble UC Ÿ est bien recouvert par (1), 
tout UC U l'est encore. Aussi, tous les ensembles ouverts bien 
recouverts U € forment une base de #, et si ce dernier espace est 
localement connexe par arcs, sà base est formée de tous les ouverts 
bien recouverts connexes par arcs. 

Pareillement, si les ensembles ouverts UC ® sont bien recou- 
verts par des ouverts VE €, ceux-ci forment tous une base de 
€, et si € (ou, ce qui revient au même, %) est localement 
connexe par arcs, il en est de même de tous les ouverts bien recou- 
vrant connexes par arcs. 

On voit en particulier que tout revêtement n: €— # est un 
homéomorphisme local (chaque point p E € admet un voisinage V 
qui s'applique homéomorphiquement sur un voisinage U du point 
x (p) = b), si bien que c'est une application ouverte. 

On conçoit que toute propriété locale de l’espace # devient celle 
de chacun de ses espaces de revêtement & (on l’a déjà constaté en 
ce qui concerne la connexité locale par arcs). La propriété de sépara- 
tion (propriété non locale !) l’atteste elle aussi : l'espace & est séparé 
dès que @ l'est. Soient, en effet, p et q deux points distincts de 6€. Si 
a (p) = x (q), alors p et q appartiennent, pour tout voisinage bien 
recouvert U de x (p), à deux ouverts V, et V, distincts qui recouvrent 
bien U. Ausdi, la propriété de séparation est manifestement rem- 
plie. Mais si x (p)Æn (q), la propriété de # d'être séparé fait que les 
points x (p) et x (q) possèdent dans # des voisinages U,, U, disjoints 
dont les images réciproques V, = n-}U, et V, = x7}U, constituent 
justement les voisinages disjoints de p et g dans é. 0 


Ua) 
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La description de tous les revêtements s'effectue après un pré- 
lude assez long. 

On rappelle (voir définition 2 de 111.11) qu'un chemin dans un 
espace topologique 4° est l'application continue 


u: [=> T 


du segment 2 = (0, 1} dans Z’. Le point p, = u (0) est l'origine 
du chemin u et p, — u (1) en est l'extrémité. On dit également que 
u joint Po à Pi. 

Soit x: 6—> # une application continue (un fibré), arbitraire 
pour l'instant. 

Un chemin v: 1— € de l'espace € recouvre (par l'application 
an) un chemin u: [— # de l'espace # si u = 7 v. 

La propriété ci-dessous des revêtements est à la base de toute 
leur théorie. 

Théorème 1 (théorème d’existence et d’unicité d’un chemin ds 
revêtement). Soient x: € —+ # un revêtement quelconque, p, un point 
arbitraire de l'espace 6, etu: [1— @ un chemin quelconque d'origine 
bo = x (po) de l'espace &. Il existe un chemin v: [—- € d'origine p, 
de & qui est un revêtement de u: 


u=xmov, u (0) = ps. 


Si 7 est séparé, le chemin v est unique. 

Démonstration. Unicité. Soient v et v’ deux chemins 
d'origine p, qui recouvrent u. 

Considérons le sous-ensemble C de Z formé des nombres t tels 
que v(t) = v' (t). Ce sous-ensemble contenant O n'est pas vide. 

Quel que soit le point f#, € C, il existe par hypothèse dans # 
un voisinage Ÿ du point v (4) — v’ (to) qui se projette homéomor- 
phiquement sur un voisinage U du point x (v (to)) = u (t,). Comme 
v et v” sont continues, on trouve un nombre Ô >> 0 tel que v (t) € V 
et uv’ (t)E V pour ]|t—t, | << 6. 

Mais si v (t), v’ (t) € V, la bijectivité de x sur V entraîne néces- 
sairement v (t) = v’ (ft), donc t € C. Ainsi, il existe pour tout t, € I 
un Ô >> 0 tel que tous les points t € 1, |t —t, ! < Ô, appartiennent 
à C. Par définition C est donc ouvert dans I. 

D'autre part, l'ensemble C n'est autre que l’image réciproque 
de la diagonale À = {(p, p); pE€} par l'application continue 
1 6 x ÉquienvoictE len(v(t), v’' (H)})EË x E. Aussi, C est 
fermé du moment que l'espace # (et, partant, 6) est séparé par 
hypothèse (si bien que À est fermée). 

L'ensemble C étant un sous-ensemble non vide ouvert et fermé 
du segment Z coïncide, par suite de la connexité de Z. avec ce seg- 
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ment tout entier. Par conséquent, vw (t) — v’ (t) pour tout tE€Z, 
1.6. LU — V. 

Existence. La compacité de £ entraîne de suite qu'il existe 
sur Z des nombres 


0=b<h... that = 1 
et dans l'espace # des voisinages bien recouverts 


Dissssn0s, 


tels que les points uw (t), t; 1 t< ti, soient pour tout i = 1,...,n 
dans le voisinage U;. On suppose le chemin v construit sur {0, t;_,] 
pour un i, 1<i< n, i.e. on suppose construite une application 
v:([0,t;,}— 6 pour laquelle v (0) = p, ete v — u sur ([0,t,l. 
(Si i — 1, cette condition est automatiquement vérifiée.) Comme 
u (li1) E Ui, l’espace € contient un voisinage V; du point v (t,_) 
qui recouvre bien U.;. 

Soit s; l'homéomorphisme U;,—+ V, inverse de l'homéomorphisme 
n: Vi U;. On prolonge v sur le segment [t;_,, t;] en posant 


u(t)=s;(u(t)) pour tout tElti, til. 


Ainsi, le chemin de revêtement v se trouve évidemment construit 
“sur [0, £;] et, au bout de n pas, sur Z tout entier. [ 

On apporte une précision appréciable sur le théorème 1 qui doit 
alors s’énoncer en termes différents. 


+ + + 


On désigne par P (Z') l'ensemble de tous les chemins d'un espace 
topologique (connexe par arcs en général) Z quelconque et par 
(Æ, U}), avec K un sous-ensemble fermé (— compact) de I et U une 
partie ouverte de Z, le sous-ensemble de P (ZT) formé de tous les 
chemins u: 1—> % tels que 


u(h EU pour tEX. 


On considère toutes les intersections finies d'ensembles (X, U ) com- 
me base d'une topologie sur P (2). 

Définition 2. Cette topologie s'appelle topologie compacte-ouverte 
de P (©). 

SAN P (T) sera toujours supposé muni de la topologie 
compacte-ouverte. 

Définition 3. On appelle cocylindre d'une application continue 
n:€— #, et on note Cocyl x, le sous-espace du produit direct 
€ X P (8) formé des couples (po, u), po E 8, u: [—+ PF, tels que 


7 (Po) = u (0). 
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[En termes de catégories, Cocyl x n'est autre que le coamalgame 
du diagramme 
P(8) 
| 


8— 8 


dont la flèche verticale est l'application # (#)—+ # envoyant un 
chemin u quelconque en le point uw (0).] 

L'appartenance du couple (p,, u)E& X (3) au sous-espace 
Cocyl x constitue une condition nécessaire pour qu'il existe pour u 
le chemin de revêtement v: 1-> & d’origine p,. La condition suffi- 
sante en est que (p,, u) soit dans l'image de l'application (évidem- 
ment continue) 


ru: F (6) — Cocyl n 
définie par 
su (0) = (v (0), acv), v EP (é). 


Aussi, Le problème de construire un chemin de revêtement admet une 
solution pour tout couple (po, u) si et seulement si r1 est une surjection. 
Cela étant, donner pour tout couple (p,, u) € Cocyl x le chemin de 
revêtement v, c'est construire une section de zu, i.e. (voir leçon Î) 
une application 


s:Cocyl x > P (6) 


telle que x ° s = id. 

Ainsi, le théorème 1 équivaut (pour # séparé) à dire que quel que 
soit le revêtement n: 6 —+ #, l'application x, admet une section unique, 
i.e. que a, est une bijection. Mais cette section est-elle continue? 
(Et l'application x, est-elle un homéomorphisme?) Le théorème 
ne dit rien là-dessus. Maintenant on peut corriger ce défaut. 

Proposition 1. Quel que soit le revêtement x: ë— # de l'espace 
séparé #, l'application 


1 : P (6)—+ Cocyl x, vr— (v (0), tro v), 


est un homéomorphisme. 

Démonstration. Il suffit de montrer que l'ensemble 
zu (X, V), avec KG I un ensemble compact quelconque et VE € 
un ouvert quelconque, est ouvert dans Cocyl x. Mais 


UK, V)—=(V x (K, U)) NCocyl n, 


U = nV, par définition. Comme x est ouverte, l'ensemble U est ou- 
vert dans # et, partant, V X (Æ, U) l'est dans € X # (7). Aussi, 
zu (ÆX, V) est un ensemble ouvert dans Cocyl 7. O 
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Définition 4. Les sections continues 
s: Cocyl x + P (6) 


de l'application a,: # (£)-> Cocyl x s'appellent connexions (ou. 
plus généralement, connexions au sens de Hurewicz). Une applica- 
tion rn:6—+% (ou un triplet E — (6, x, #)), telle qu'il existe au 
moins une connexion s, est dite fibration (ou fibré) au sens de Hure- 
wicz. 

En ces termes, le théorème 1 et la proposition 1 affirment que 
tout revêtement d'un espace séparé connexe est une fibration au sens de 
Hurewicz qui admet une connexion unique. 

Remarque 2. Tout fibré trivial x: & x # — %# est encore une 
fibration de Hurewicz (qui admet peut-être plusieurs connexions). 
(La connexion s d’un tel fibré est définie par exemple par la formule 


[s (Pos u)] (t) Œ (u (t), Lo) si Po = (ds, To); b, € À, Lo € Fr, 


où 0< {<< 1.) On s'attend donc naturellement à trouver, parmi les 
fibrations de Hurewicz, tous les fibrés localement triviaux et, ce qui 
plus est, toute application x: € + # telle qu'il existe un recouvre- 
ment ouvert {U,} de # pour lequel chaque 


A feu): A4 (Ua) + Ua 


soit une fibration de Hurewicz. Selon Dold, la dernière affirmation 
est effectivement juste si l'on suppose (ce qui ne nuit nullement pas 
à la généralité) que {U,} est numérotable (voir remarque 4 de 
111.24). La démonstration donnée par Dold a beau reposer sur une 
idée simple, elle est assez ardue, ce qui nous oblige à l’omettre. 
(Quiconque désire connaître les dangers qu'on court en l'occurrence et 
comprendre le rôle de la propriété « être numérotable » est libre de 
démontrer le théorème de Dold pour {U,} à deux éléments.) 

Ci-dessous un exemple de fibration de Hurewicz non localement 
triviale (dont on se sert volontiers en topologie). 

Exemple 7. Soit 2 un espace topologique quelconque, et soit 
p: P(T)—+T l'application qui fait correspondre à chaque che- 
min uw de Z' son extrémité: 


pu) =u) u: 1=?. 


Il se trouve que p constitue une fibration de Hurewicz. En effet, le 
cocylindre Cocyl p de p est formé des couples (v, u), avec v et u des 
chemins de Z' pour lesquels v (1) — u(0). Cela étant, la formule 


(+) si 0gI< TS, 


nn 
2—t 


(8) w (t) (rt) = 
u(t+2t—2) si D 


<T<1, 
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définit (le vérifier!) pour tout (v, u) le chemin w:t + w (t)de P(?) 
qui vérifie les relations w (0) (x) — v (x) et w (t) (1) = u(t), t,t€ Z, 
quelconques, i.e. w (0) = v et po w = u. Aussi, on pose s (v, u) — 
— w et on obtient une section continue (le vérifier !) de l'applica- 
tion pr Q 

Le chemin w défini par (8) est tel que w (t) (0) = v (0) quel que 
soit { € I. Si l'on choisit un point p, € © et qu'on introduise le sous- 
espace P (po, T°) de P (2') formé des chemins u : 1—+ © d’origine p,. 
l'application 

PP (Po TL), ur u(), 


est donc une fibration de Hurewicz. 

Ces exemples montrent qu’une fibration de Hurewicz peut posséder 
des fibres non homéomorphes, voire ne pas être une surjection (si 
sa base est non connexe par arcs). 
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Classes d’homotopie des chemins. — Groupe fondamental d’un espace 
topologique. — Connexité simple des espaces contractiles. — Con- 
nexité simple d'une sphère. — Groupe fondamental d'une circon- 
férence . 


La formule 
définit pour tout point p d'un espace topologique 2 un chemin 
ep: 1— © appelé chemin constant en p (cf. leçon III.11). Ce chemin 
joint p à lui-même. 

Pareillement, la formule 

u-! (tj =u({—t), tEL, 

définit pour tout chemin u: 1—> ® le chemin opposé u-!: [+ Æ qui 
relie l'extrémité u (1) de w à son origine u (0). 

Si u (1) se confond avec l'origine v (0) d’un chemin v, la formule 

2t 1 0Lt<1/2, 
TC Miro 

v(2t—1) si 1/2<t<1, 


donne le chemin uv, produit de u et v, qui joint l'origine w (0) de u 
à l'extrémité v (1) de v. 
On en a déjà parlé dans 111.14, mais voici une définition nouvelle. 
Définition {. Deux chemins u et v qui relient les mêmes points 
Po et Pi (i.e. tels que u (0) = v (0) = po, u (1) = v (1) = p1) sont 
dits homotopes (ce qui se note u = v) s'il existe une application 
continue 


1) ET, (,Tmf(t r), (4, TE P, 
telle que 

ft, 0) =u(), f(t, 1) = v(t) 
et 

f(O, t) =po, (A, 7) = Pa 


quels que soient t, t € Z. L'application f est une homotopie de uw à v. 

Proposition {. La relation d'homotopie est une relation d'équivalence 
sur l'ensemble P (p,, À, p1) de tous les chemins de T' allant du point p, 
au point p:. 
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Les classes des homotopies sont les classes d'homotopie des chemins. 
On note [u] la classe d'homotopie contenant le chemin u. 

De deux démonstrations que nous allons donner, la première 
(plus instructive) utilise la topologie de l'espace P (Po Æ, pet 
la seconde ne s'appuie que sur la définition f. 

Première démonstration. Chaque homotopie (1) 
définit par 

w(r)()=f{t, Tr), t, TEL, 


l'application continue (le démontrer!) w:7+7:— w (1) du segment 7 
dans (po, Z', P1), qui vérifie w (0) = uet w (1) = v, i.e. un che- 
min de cet espace qui en relie les points u et v. Inversement, tout 
chemin w: [—+ P (p,, ©, p,) de P (pos L, P1) qui relie le che- 
min u au chemin v définit par 


JD =w(r)(, Tel, 


l'homotopie (1) de uw à v. Ainsi, les homotopies ne sont autres que les 
chemins de l'espace P (p,, Z, p1), si bien que la relation d'homotopie 
est un cas particulier de la relation « être reliés par un chemin ». La 
relation d'homotopie est donc (voir leçon 111.11) une relation d'équi- 
valence. [] 

Il y a plus. Les classes d'homotopie des chemins de :L' qui joignent le 
point p, au point p, ne sont autres que les composantes connexes par 
arcs de P (Pos L', Pi) 

Seconde démonstration. (Il s'agit en fait de 
traduire en termes d'’homotopies l'affirmation «la relation « être 
reliés par un chemin » est une relation d'équivalence » démontrée 
dans IT1.11.) Quel que soit le chemin u: 1—+> 2, la formule 


f(t, T)=ut(t), tt, TEL, 


définit l’homotopie qui relie w à lui-même. La relation d'homotopie 
est donc réflexive. Pour toute homotopie f de u à v, l'égalité 


gt T=f(t, 1—7+t), t, TEL, 


définit de même l'homotopie g de v à u, i.e. la relation d'homotopie 
est symétrique. 

Si l'homotopie f relie le chemin u au chemin vet si g est une homo- 
topie de và w, alors l'homotopie fg définie (manifestement bien) par 


f(t, 27) si 0ST<1/2, 


(2) (fe) (#, +) = gt, 21—1) si 112<+<1, 


relie u à w. Par conséquent, la relation d’homotopie est 
transitive. DO 
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On note un grand intérêt des chemins dont l'origine est égale 
à l'extrémité, i.e. qui, s’ils commencent enun point p,, y aboutissent. 
Ce sont des lacets en p,. On note x; (Z', po) l'ensemble des classes 
d'homotopie de tous les lacets en ps. 

On multiplie les homotopies entre elles (quand cela a un sens) 
non seulement par rapport à la deuxième variable (voir (2)), mais aus- 
si par rapport à la première : 


_f/f(@t,7) si 0O<t<1/2, 
(3) CDS Lui si 12<t<1. 


Si f est une homotopie de u, à u, et g une homotopie de v, à v,, leur 
produit (3) par rapport à la première variable est défini si et seule- 
ment si l'extrémité commune des chemins w, et u, seconfond avec 
l'origine commune des chemins v, et v,, ce quifait que l'homotopie (3) 
relie le chemin uçv, au chemin u,v,. Ainsi, la formule 


(4) [u].[v] = [uv] 


définit parfaitement le produit [ul]-{v] des classes d'homotopie lu) 
et [v] si u (1) = v (0). 

Ce produit est en particulier défini pour n'importe quels éléments 
de l’ensemble x, (2, Po). 

Proposition 2. L'ensemble ñ, (%', ps) est un groupe pour la multi- 
plication (4). L'unité de ce groupe est la classe Le,,) du chemin constant 
en, et la classe [u]-!, l'inverse de la classe [u] du lacet u, est [ur]. 
classe du lacet opposé u”\. 

La démonstration s'appuie sur certaines considérations d'ordre 
général qui expliquent l'opération de multiplication des classes 
d'homotopie des chemins. 

Nous dirons que l'application continue u: [a, b]— © d'un seg- 
ment quelconque [a, blC R dans l’espace ©’ est un chemin généralisé 
de © d'origine le point u (a) et d'extrémité le point u (b). 

Remarque {. La notion de chemin généralisé s’identifie en fait 
à celle d’une courbe. Nous emploierons l'un ou l'autre de ces termes 
selon le contexte dicté essentiellement par la tradition. 

Siu:la, bl— Z'et v:Îc, dl—> Z sont deux chemins généralisés 
pour lesquels u (b) = v (c), la formule 


| u (1) si a<t<b, 
da v(t—b+c) si bLKiILb+d—e, 
donne le chemin généralisé w: [a, b + d—cl-—> 4 noté u *v, 


qui est dit composé des chemins u et v. 
Soit c un point quelconque de [a, b]. Chaque chemin généralisé 


u: [a, b]—+ 2’ est composé de uw | Ça, e et de u | {e. ne 
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Il{est clair que l'opération de composition des chemins est associa- 
tive, i.e. étant donné trois chemins uv, v, w, si le chemin (u + v) » w 
est défini, il en est de même de u # (v + w) et 


(u sv) sw — u + (v = w). 


Aussi, U +*...+u, composé de nr chemins u,,...,u, ne dépend 
pas de l'ordre dans lequel ces chemins sont pris, ce qui rend super- 
flu l'emploi des parenthèses. 

On compose les chemins u: 1—+ Z'etv: [1—> Z non généralisés 
à condition que u (1) = v (0). Le chemin généralisé u + v ainsi 
obtenu est défini sur [0, 2] par 
(5) (u + v) = | # (9 de 

v(i) si 1<1<2. 

Soit, d'autre part, @: [0, 1]—>[a, b] une fonction continue arbitrai- 
re qui envoie les points 0 et 1 en les points a et b respectivement. On 
fait correspondre à chaque chemin généralisé u: [a, b]—> 7 défini 
sur [a, b] le chemin non généralisé 


uop:1—+T 


qui joint les mêmes points. Nous dirons que le chemin u@ est 
obtenu du chemin u par le changement de paramètre @ relativement 
au segment unité I. 

Ainsi, le’chemin défini par la formule (8) de la leçon 2 est obtenu 
à partir du chemin v + u, composé du chemin v et de la restriction 
us =u|1(0,1 de u à (0, t] par le changement de paramètre @ : (0, 1} 
— [0, 1 + h relativement au segment unité, dont voici le gra- 
phique 


:4+t 


Fig. 1. 


2 


Cela rend parfaitement claire la construction liée à ce chemin. 
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Chose remarquable, la classe d'homotopie |u + ç) du chemin u c( 
ne dépend pas du choix de la fonction œ@. En effet, si Ÿ est une autre 
fonction continue [0, 1]—+ [a, b] qui envoie les points 0 et 1 en les 
points a et b respectivement, alors 


jt TD =u((l—1Dp(t)+w(), TEL, 


définit l'homotopie f ddu-paueow. D 

En particulier, c'est juste pour le chemin (5). Maïs il est trans- 
formé par le changement de paramètre @: t > 2t dans le produit 
uv des chemins u et v. Aussi, le produit {u]-[v] des classes d'homo- 
topie [u] et [v] est la classe d'homotopie d’un changement de para- 
mètre arbitraire du chemin u * v. 

Soient z, v et w des chemins pour lesquels on définit les produits 
(uv) w et u (vw), ïi.e. tels que u (1) = v (0) et v (1) — w (0). Les che- 
mins (uv) w et u (vw) sont évidemment les changements de para- 
mètre du chemin u sv #s w, si bien qu'il y a coïncidence de leurs 
classes d’homotopie, i.e. on a 


(Eul-{vl-lw]=Tu]-({v]-[u ]). 


Cela signifie par définition l'associativité de la multiplication des 
classes d'homotopie des chemins. 

En particulier, la multiplication dans l'ensemble x; (2, p.) jouit 
également de cette propriété. 

Soit {c, dJe [a, b], ïi.e. a  c < d < b. On dit que le chemin 
généralisé u : [a, b] + © est constant sur [c, d] si u(t) = u(c) pour 
tout t C{c, d]. Ce chemin définit sur [a, b — d + c] un chemin u” 
pour lequel 

u (£) si a<i<c, 


“(= u(t+d—c) si c<t<b—d+e. 


Autrement dit, u — ui; +uü,, avec u, et u, les restrictions de uw 
à a, c] et [d, b] respectivement. Cela étant, u — u” ° p,, où q, est. 
la fonction [a, b]—> [a, b — d + cl donnée par 


t si a<i<c, 
Po (t) = c si cLiLd, 
t—d+c si d£t<b. 


Aussi, tout changement de pgramètre œ de u” donne le changement 
de paramètre q —@,° de u tel que uog—u °@'. Par 
conséquent, les classes d'homotopie des changements de paramètre des 
chemins u et u’ coïncident. 

Soient maintenant u un chemin {+ 4, e, le chemin constant 
en Po = u (0) et e, le chemin constant en p, — u (1). Le chemin 
(u #e)’ coïncide pour u #e, avec u et le chemin (e, = u)’ s'ob- 
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tient pour €, *u à partir de uw par translation du paramètre. Aussi 
[e,]-lul = {ul et [ul-[e,) = lul. 


Cela prouve en particulier que La classe d'homotopie e,, | du lacet 
constant e», est l'unité pour la multiplication dans 5x1 (2, po). 
Un chemin généralisé uw: [a, bl—- & est dit symétrique si 
u(t=u(a+b—t) pour tout tEla, b] 


(en particulier, on a donc u (b) = u (a)). Etant donné ce chemin u, 
la formule 
u(c—(c—a)t) si c—(c—a)t<i<c, 
1 (Et, 9! u(c+(b—c)t) si cLt<c+(b—c)r, 
u (t) pour tout { restant, 


avec cc — 2 le milieu du segment [a, b], définit bien l'applica- 


tion continue 
j:labx1 + 


qui vérifie pour tout t € [a, bl et tout + € Z les relations 


jf (e, 0) = u (t), 
f({@ 1)=7f(a 7) =f(b, +) — Pos où Po = u (a), 


et détermine donc pour tout changement de paramètre q de u l’ho- 
motopie f ° (g X id) reliant le chemin u o @ au chemin constant e,.. 
au point Po — u (a). Par conséquent, 


[u e q} — Le,, 1. 


Dans le cas particulier de uw défini sur [0, 1] (i.e. c’est un lacet symé- 
trique), on n’a pas besoin de ®, si bien que {u) — [e,,)]. Comme les 
lacets uu”! et u-}u sont évidemment symétriques pour tout lacet u. 
en Po, On a 


[u.[u-2] = [u-1].[u) = {e,.] 


quel que soit [u] € x; (2°, pe), i.e. [u]=! = {u-1], ce qui achève la: 
démonstration de la proposition 2. O 

Définition 2. Le groupe x, (2°, p.) est le groupe fondamental de- 
l'espace À au point Po. 

Remarque 2. Un algébriste dirait que les propriétés algébriques 
de la multiplication des classes d’homotopie des chemins (qu'on: 
a établies au cours; de la démonstration de la proposition 2) signi-- 
fient que l’ensemble de toutes ces classes est un groupoïde pour la multi- 
plication. On l'appelle groupoïde fondamental de l'espace Z. 
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Nous exposerons sur plusieurs exemples les procédés de calcul 


des groupes fondamentaux de tel ou tel espace. 
On note en premier lieu que chaque lacet en p, de © est évidem- 
ment un lacet de sa composante connexe par arcs Z', contenant p,, 


si bien que 
7 (2, Po) = T1 (Lo Po): 


Aussi, il suffit de se borner aux espaces connexes par arcs. 
Exemple 1. Soient 2’ la boule unité B” de l'espace R", et p, 
son centre 0. Pour tout lacet u: 71—> B" en 0, la formule 


ft. )=(1—Tut(t), ft, TEL, 


définit (c'est clair) l'homotopie f reliant le chemin vw au chemin 
constant &. Aussi, {u] — [e,), et le groupe x, (B”, 0) est donc trivial 
(l'unité est son seul élément). 
C'est encore la raison de la trivialité du groupe 1: (B”, 0), 
avec 8" une’ boule ouverte (intérieur de B”). | 
Définition 3. Un espace 2: connexe par arcs, tel que le groupe 
31 (2°, Po) ne comprenne que l'unité, est dit simplement connexe 


(cette propriété ne dépend pas du choix de Po; voir leçon 4). 
Ainsi, la boule B" est simplement connexe (pour tout nr > 0), ainsi 


que la boule Br, 
Ce résultat est susceptible.d'une généralisation immédiate. 


Un espace d' (nécessairement connexe par arcs) est contractile en 
le point p, s'il existe une application continue 


FE: TX IT 


telle que F (p, 0) = p, F(p, 1) = p, pour pE quelconque et 
F (Pos T) = po pour tout 7 € 1, auquel cas la formule 
f{t, T)=F(u(t), tr), t,TEelz, 


définit pour chaque lacet u: 1—+ Z en p, l'homotopie qui relie le 
chemin uw au chemin constant e.. Ainsi, tout espace contractile est 
simplement connexe. 
S'agissant de la boule B", l'application F est définie par 
F(x, t)=71x, xEBr. 


On n'aborde des exemples plus compliqués qu'après un travail 
préparatoire. 
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Soit «/’ une variété différestiabie. 

Un chemin généralisé u:{0. b}—- L' est dit différentiable s’il 
constitue une application différentiable, et il est dit différentiable 
par morceaux s'il est composé de chemins différentiables en nombre 
fini. 

Lemme 1. Tout chemin u : la, bl— Ÿ sur une variété différentia- 
ble L'est homotope à un chemin différentiable par morceaux. 

Démonstration. Comme le segment [a, b] (et, partant, 
l'ensemble u (fa, b})) est compact, il existe dans 4’ des voisinages 
de coordonnées en nombre fini (supposés difféomorphes, pour fixer 


les idées, à la boule unité ouverte B” de ?”) qui recouvrent u ([a, b}). 

Cela signifie par définition que le chemin u est composé d'un 
nombre fini de chemins qui sont tous des applications dans un 
voisinage de coordonnées. 11 suffit donc d'établir le lemme 1 pour 
les chemins doués de cette propriété, i.e., à vrai dire, pour les chemins 


dans Br. 


Soit u: la, bl—+ Ë" un chemin quelconque dans la boule 5". 
On pose 
vu(t)—=(1—t)u(a)--tu(b), .tEI, 
et . : 
ft. TD =({—-ru(t)+rv(t), 1: Ter. 
La première formule détermine le chemin différentiable v:{[a, b] + 
—+ B", et la seconde, l'homotopie f de u à v. [ 


Problème 1. Démontrer que tout chemin u: [a, b] — x est homotope à un 
chemin différentiable. 


Revenons aux groupes fondamentaux. 

.. Exemple 2. On calcule le groupe x, (4’, po), avec ’ une sphè- 
re S” de dimension n > 2 (p, peut être quelconque). Vu le lemme 1, 
on se borne sans perte de généralité aux lacets différentiables par 
morceaux u: [+ S". Mais aux termes d’un corollaire du théorème 
de Sard (voir leçon IIL.15, corollaire du théorème 1) chaque lacet u 
n'est manifestement une surjection pour aucun # > 2, i.e. on troùuve 
un point q € D" pour lequel u est en réalité un lacet dans S°\ {qo} 
(c'est le composé d’un lacet dans SX {q}et de l'injection S'X {q}— 
— S”). Puisque le sous-espace SX {g,.} est contractile (il est homéo- 


morphe à É" ), il s'ensuit que w est homotope au lacet constant er, 
(dans S"'X{g} et a fortiori dans S"). Aussi, 


I) (5 Po) = 1, n > 2, 


i.e. la Sphère S" est simplement connexe pour n > 2. 
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Lorsque #7 — 1, le théorème de Sard nc garantit que l'existence 
d'un point q, € S', valeur régulière de tous les chemins différentia- 
bles u;: [ai, b;l—+ S', composantes de u différentiable par morceaux. 
Il y a intérêt à étudier au préalable certains chemins spéciaux sur 
la circonférence S'. 

Deux points distincts quelconques p, q de S' la partagent en 
deux arcs C(*{p, g) et Cp, g) (on passe de p à q si l'on parcourt 
le premier dans le sens inverse des aiguilles d’une montre et le second 
dans le sens contraire). On pose pour p — q 


Cp, p) = Cp, p) = SX}. 


On note que C9 (g, p) = CM) (p, q) et CT) (q, p) = CA (p, a) 
quels que soient p, q€ S. | 

On introduit sur C(*) (p, g) le paramètre angulaire 6{*) compté 
dans le sens inverse des aiguilles d'une montre (qui est 0 en p et 
6° > 0 en q, 6!* étant la mesure en radians de l'arc considéré). 
Pareillement, on paramètre C() (p, g) par 6(-) compté dans le 
sens contraire, qui est 0 en p et 6! en g, 8{? étant la mesure en ra- 
dians de C") (p, q). (Ainsi, 80 = 2x — 0? si pÆg, et 60 — 
= 6% = 2x pour p = q). 

Les applications identiques (0, 6% [0, 65] et [0, 67] 
— [0, 6] définissent sur la circonférence les chemins généralisés 
qui joignent p à qg. Ces chemins sont notés u(* (p, g) et u(-(p, q} 
respectivement. 

On note que si p = q, il s'agit des lacets réciproquement inverses : 


uv) (p, p) = vt#) (p, p). 


(En général, 00) (g, p) = v(*) (p, g)' et ot (g, p) = ul) (p, q)°* 
quels que soient p, g € S'. 

Un chemin généralisé v: [a, b]—+ S! qui joint p à g(lecas p — @ 
y compris) est dit spécial si v (t) — p a lieu pour t — a seulement et 
si v (t) — qg n’est vérifiée que pour t{ — b. La propriété de connexité 
entraîne que ou bien wut*) (£) € C(#) (p, g) pour ce chemin et pour 
t E la, bl quelconque, ou bien vw) (t) E Cp, g). Le chemin v est 
défini dans les deux cas par une fonction continue 


D : [a, bl + {O, 6, avec 6, + 0£*?, D 


où v (a) — 0, et v (b) = 6, ou v (b) = 0 (la dernière égalité n’est 
possible que si p — q, i.e. si 0, — 2x). 

Lorsque v (b) = 6,, la fonction v est le changement de para- 
mètre de w(* (p, qg) (pour 8, — 6°”) ou de v() (p, q) (pour 8 = 
— 0) relativement à v. Ainsi, dans l'espace @ (p, S', g) des 
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chemins sur la circonférence S' qui joignent p à g, chaque chemin 
spécial v, v (b) = 6,, détermine la même classe d'homotopie que 
cv (p, g) ou ut”) (p, q) respectivement. 

Si v(b) — 0, la formule 


f{, D =(—rvt(t), tEla, bl, TE, 


définit évidemment l’homotopie reliant v au chemin constant en p, 
et le chemin spécial v est donc homotope à un chemin constant. 

Revenons au lacet différentiable par morceaux u: 1—+ S'enp, 
de la circonférence S! qui est composé de chemins généralisés diffé- 
rentiables u;: [a;, b;]— S'. Si q, est une valeur régulière de toutes 
les applications u;, l’image réciproque ui‘ (g) est pour chaque à 
une sous-variété 0-dimensionnelle du segment Fe b;], i.e. une famille 
finie de points. Ces points partagent [a;, b;] en des segments partiels 
sur chacun desquels v; est un chemin spécial. Ainsi, fout lacet diffé- 
rentiable par morceaux u peut être composé de chemins spéciaux, si 
bien qu'il est homotope, par suite des résultats obtenus, à un lacet 
constant ou à un lacet de composantes v(# (p, q) et vu") (p, q). 

Si p, q, r de S' sont tels que lorsqu'on parcourt la circonférence 
à partir de p dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, on passe 
d'abord par q, le chemin v(”) (q, r) est évidemment composé de 


v()(g, p) et vC(p, r): 
00 (g, r) = 00) (g, p) # vOp, r). 
Mais si l'on passe en premier par r, 
29 (p, g) = 0(p, r) # 0) (r, q). 
Aussi, 
v(p, q) s 0 (q, r) = ù9 (p, q) + up, q) svp, r) 
dans le premier cas, et 
vCH(p, q) eu (g, r) = 2 (p, r)s# uv (r, g)evO (gr) 


dans le second. Chaque chemin v(*)(p, g) # vf) (q, r) étant mani- 
festement symétrique est homotope à un chemin constant. Aussi, 
chaque lacet composé de v(* (p, g), uv) (p, q), dont la première 
composante est uv (p,, qg) (resp. ut") (p,, q)), est homotope à un 
lacet de seules composantes &(*){p, q) (resp. v(°) (p, q)). 

Il est d'ailleurs clair que chaque lacet en p, composé de chemins 
v(* (p, q) est combinaison des lacets u(* (p,, po) (i.e. il parcourt 
plusieurs fois de façon uniforme la circonférence S'! dans le sens 
inverse des aiguilles d’une montre) et que chaque lacet composé de 
chemins v(-) (p, qg) est combinaison des lacets v(-) (p,, po) — 
= UC (po, Po) * (i.e. il fait de façon uniforme plusieurs tours de 
S' dans le sens des aiguilles d'une montre). 
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Ainsi, La classe d'homotopie [u] du lacet u est égale à 1", avec t la 
classe d'homotopie du lacet v(* (ps, ps) (qui parcourt uniformé- 
ment une seule fois S! dans le sens inverse des aiguilles d'une montre) 
obtenu par un changement de paramètre relativement au segment 
unité, et z un entier strictement positif, négatif ou nul selon que Île 
lacet u est homotope à un lacet composé de v(#) (p,, ps), à un lacet 
composé de v() (p,, p,) ou à un lacet constant. Autrement dit, Le 
groupe x, (S', po) est un groupe cyclique engendré par 1. 

Mais quel est l’ordre de ce groupe? Aussi, nous allons décrire 
un procédé de calcul de zx (S', po) qui répond à cette question. 

Soit 


a:R—=S!, t > ei, tER, 


le revêtement de l'exemple 1, leçon 2, et soit p, le point 1 de la cir- 
conférence S!. 

On considère, pour tout lacet w en p, de S', le chemin de revé- 
tement w — s (0, u) d'origine 0€ X, s étant une connexion de x. 
L'extrémité w (1) de w se projette en l'extrémité p, du lacet u, i.e. 
c'est un entier. D'autre part, on voit sans peine (le démontrer l) 
que ce nombre dépend continûment du lacet u, i.e. w (1) varie de 
façon continue pour toute homotopie de celui-ci. "Aussi, il ne change 
pas parce qu'entier. Cela veut dire que [ul] — w w (1) définit para 
ment une application 
(6) deg: x (S!'; po) —+ Z. 

Il se trouve que (6) est un homomorphisme. En effet, soit (ul, 
[u] E x (S', po), et soit deg [ul — net re —"m, i.e. on suppose 


que le chemin s (0, u) de R joint le point 0 au point n et le chemin 
S (0, v) relie O à m. Dans ce cas, le chemin w de R défini par 


w (t) —="s (0, v)(t)+n, EL. 
part de n et recouvre le chemin v (i.e. c'est s (n, v)). Aussi, le chemin 
S (0, u) w d'origine 0 recouvre uv, i.e. son extrémité (s (0, u) w) (1) — 


— deg ([ul-[vl). Or, (s (0, u) w) (1) est par définition l'extrémité 
w p (1) de w, i.e. le point m + n — deg lu] + deg [v]. Par conséquent, 


deg (lu]-[vl) = deg [ul + dég fol. Q 


On établit ensuite que l’homomorphisme (6) est un épimorphisme. 
En effet, quel que soit le.chemin w: [+R joignant 0 à nE€ 2, 
le chemin u — new est un lacet sur S' et son revêtement s (0, u) 
coïncide, par suite de l’unicité, avec w. Aussi, s (0, u) (1) = w (1) — 
— n, i.e. degiu] = n. O0 

Enfin, l'homomorphisme (6) est un monomorphisme. En effet, 
deg [u] — 0 signifie que le revêtement s (0, u) est un lacet en O. 


Or, la droite R étant homéomorphe à l'intervalle B! est contractile, 
donc simplement connexe. Il existe donc dans R une homotopie f 


€ 
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qui relie s (0, u) au lacet constant e, en 0, auquel cas l'application 
composée xcf représente évidemment une homotopie reliant le 
lacet uw — nes (0, u) au lacet constant e,, en po. Aussi, [u] — e 
dans le groupe a, (S', po). CO 

Ainsi, l'application (6) est un isomorphisme, si bien que le groupe 
au (S', Po) est un groupe cyclique infini. 

On a manifestement deg 1 — 1. et le groupe x, (S', p,) a pour 
générateur la classe d’'homotopie. 

On voit combien la méthode des revêtements l'emporte sur le 
procédé géométrique élémentaire qui l'a précédée. 

Dans la leçon suivante, nous la généraliserons aux revêtements 
quelconques, ce qui nous donnera une méthode générale pour calculer 
Jes groupes fondamentaux des espaces. 


LEÇON 4 


Le groupe fondamental ne dépend pas du choix de l'origine. — Homo- 
morphisme de groupes fondamentaux induit par une application conti- 
nue.— Suite exacte d'homotopie d'un revêtement. — Propriétés des 
suites exactes d'homotopie des revêtements. — Revêtements simple- 
ment connexes.— Existence et unicité des relèvements. — Espaces 
commodes. 


Quels que soient les points p,, p, d'un espace topologique ?’, 
chaque chemin a allant de p, à p, permet d'associer à un lacet u 
quelconque en p, de © le lacet v en p, obtenu à partir du lacet géné- 
ralisé a + u + a-! par un changement de paramètre. Les propriétés 
de la multiplication des classes d'homotopie des chemins (voir pro- 
position 2 de la leçon 3) entraînent que la formule 


Pa [ul = [v] 
définit bien l'isomorphisme 
Pa: U (Zs Pr) —+ 1 (L, Po) 


qui dépend seulement de la classe d'homotopie [a] du chemin a. 

On note que si les chemins a et b joignant p, à p, ne sont pas 
homotopes, les isomorphismes ®, et , sont distincts en général. 

On voit par exemple que si p, = p, (le chemin a est donc un 
lacet en po), alors l’isomorphisme @, n'est autre que l'automorphisme 
intérieur du groupe su (©, po) induit par l'élément à = (a). Aussi, 
Pa Æ id si & n’est pas un élément du centre de x, (Z, po). 

Quoi qu'il en soit, Le groupe 5 (®, po), avec L connexe par arcs, 
est indépendant à un isomorphisme près du point po. 

En particulier, si m(®, Po) = 1 pour un p,E 4, alors 
1 (©, p1) = 1 pour tout p, € Z. 


+ + 


L'application continue arbitraire 
h: L—+Yy 
définit par 
u—>hou, u: [+ 4, 
l'application continue (démontrer la continuité !) 


ho: PT) —+ P (Y) 
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d'espaces des chemins qui transforme chaque sous-espace (po, ©’, Di) 
en Île sous-espace (qe, Ÿ, qu), où Go — À (po), UD —= À (Pi). 
Elle induit donc une application L, de l'ensemble des composantes 
connexes par arcs de P(ps, L', p,1) dans son homologue pour 

P (dos Ÿ: HD). Autrement dit, la formule 


(1) heu] = [hou], u: 1— X, 


définit parfaitement l'application À, de l'ensemble des classes 
d'homotopie des chemins de Z' qui joignent p, à p, dans l'ensemble 
des classes d’homotopie des chemins de Z qui vont de q, à gq.. [On 
établit que (1) est licite sans démontrer la continuité de ho, savoir 
on remarque tout simplement que quelle que soit l'homotopie 
f: 1° Ÿ reliant les chemins u et v de P (ps, Z’, Pi), l'application 
hof: [°— % constitue une homotopie de hou à hov dans 
P (Qor 1 Qu). 


On a en particulier pour p, = p,: 
(2) he ©: 74 (Ts po) + & (Y, Go), 9 = À (Po). 
La définition du produit des chemins implique que si w = uv, 
alors how — (hou) (hov). Aussi 
he (lul-fvl) = k4 ([ul)-kx (Eu), 


ie. k, est un homomorphisme de groupoïdes pour la multiplication 
des classes d'homotopie des chemins. En particulier, l'application 
(2) est un homomorphisme de groupes pour toute application continue 
h: TL 4. 

On dit de celui-ci qu'il est induit par l'application continue z. 
La notation (hk,),, spécifie la dépendance de cet homomorphisme 
vis-à-vis du point p,. 

Comme (goh)ou — go(hou) pour n'importe quelles appli- 
cations 


h: Le Y, g: y + 2 
et tout chemin u: 1—+> 4, on a 
@) (goh)4 = gschs. 
Si k = id, on a de plus k, — id. [En termes de catégories, ces pro- 
priétés signifient que la correspondance 
espace avec point-base 


groupe fondamental 


est un /oncteur. 
Une comparaison directe des définitions montre qu'on a pour 
tout chemin a de 4° qui joint le point p, au point p, le diagramme com- 
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ne 


mutati] 
de . 
(2, ps) —— M (Z", Po) 


Rom, | CE 


| | 
a(%, q)—" > a (S, @), Go hp), = h (pi). 


[En termes de catégories, cela équivaut à dire que la correspondance 
a+, jouit de la propriété de naturalité.] 


+ + + 


Voyons quels liens existent entre les groupes fondamentaux et 
les revêtements. 

Soit © un espace topologique quelconque de point-base p,. 
Nous désignons par Q(2”, p,) (ou AZ tout court) l'espace 
P (Por L', Po) de tous les lacets en p, qui est muni de la topologie 
compacte-ouverte. On sait depuis la leçon 3 que les éléments du 
groupe x, (2, po) (classes d'homotopie des lacets) ne sont autres 
que les composantes connexes par arcs de P (ps, À’, po). H y a des 
fois intérêt à faire la distinction entre ces composantes considérées 
comme éléments de n, (2, p.) et ces mêmes composantes considé- 
rées comme sous-espaces de (2. Cela nous autorise à noter Q, 7° 
la composante connexe par arcs & € x (2°, po) de l'espace 7. 
En particulier, Q,%* est la composante de (2.2 formée des lacets 
homotopes au lacet constant e,.. (e est comme toujours l'unité du 
groupe 7 (2, po)-) 

Soient x: € —> # une fibration au sens de Hurewicz quel- 
conque, et s: Cocyl x > (€) une connexion arbitraire de x. 
Soient ensuite pm E 8, b = n(p) EP, et Fo — Fo, la fibre de 
an au-dessus du point b,. (On note que p, € .o-) Comme le chemin 
S (Po, u) est pour tout u E Q (#, b,) un chemin d'origine p, de € 
qui se projette en u, son extrémité s (p,, u) (1) appartient à fa. 
Ainsi, la formule 


Si (0) = S (po, u) (1), ue, 


définit l'application (évidemment continue) 


Si rx: € —+ # est un revêtement, si bien que l'espace Fo est 
discret, l'application s, étant continue est telle que le point s, (u) 
dépend pour tout lacet u € QZ seulement de la composante Oa 
contenant w, i.e. de la classe d'homotopie « = [ul de u. Cela signifie 


que 
o(a)=s(u), «a Eru (#, bo); 
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avec u un lacet quelconque de la classe «, définit bien une appli- 
cation 


(4) oc: u(#, bo) —+ Fo: 


On remarque que si l’espace # est séparé. l'application (4) 
ainsi définie l’est de façon unique. 

Si # séparé est localement connexe par arcs, il en est de même 
de l’espace €, si bien qu'il est connexe par arcs (ainsi que #) (voir 
leçon III.11). Aussi, il existe dans &, pour tout point pE F,, un 
chemin vallant de p, à p. La projection u — x ° v de v est un lacet en 
Pa dont le chemin de revêtement s (p,. u) se confond, par suite de 
la propriété d'unicité, avec v. Aussi, 5, (4) — p, i.e. © (&œ) = p, où 
a — [ul]. Cela prouve que si l'espace 8 est séparé et localement connexe 
par arcs, l'application © est une surjection pour tout revêtement 
n: € — #. Nous avons démontré chemin faisant que chaque v € 
€ P (Pos €) vérifie l'égalité 


(5) U = S(po, u), où u = rw. 


[Cette égalité est juste sous la condition suffisante de Z séparé.] 

La fibre 5, est un ensemble à élément distingué p.. Le noyau 
Ker o = 7! (p,) de l'application o a donc un sens. Il est formé 
par définition des classes d'homotopie a — [u]) des lacets u € 9. 
pour lesquels le chemins (p,, u) est un lacet. Par suite de l'égalité (5), 
ce sont précisément les lacets u projections nev des lacets v € Q6, 
et on a donc Ker o — Im r,, où 


(6) Ts: M (E, Po) + M (P, Vo) 


est un homomorphisme de groupes fondamentaux induit par le revê- 
tement zx. 

D'autre part, on constate facilement que l'homomorphisme (6) 
est un monomorphisme (et, partant, un isomorphisme du groupe 
3 (€, po) sur le noyau Ker o = Im x, de l'application o). En 
effet, x, [v] — O signifie pour un lacet v E QE qu'il existe dans 
l'espace OQ@ un chemin t > u, qui joint le lacet constant e,, au 
lacet u — nov. Quel que soit TE Z, le chemin v, — S (ps, u.) 
de € va donc de p, à 5, (u.), et l'application + — v, de Z dans l'es- 
pace P (po, 6) est continue (le démontrerl), i.e. c'est un chemin 
de (ps €) qui joint le chemin s(po ep) = ep, au chemin 
S (Pos u) = v. Dans ce cas, le point s, (u.,) — v, (1) dépend lui aussi 
continûment de t. Ce point étant dans l'espace discret #, est donc 
le même pour chaque +. Autrement dit, s, (u,) = Si (Uo) = Po, i.e. 
dE les chemins v, sont autant de lacets en p,. Aussi, v € Q,6, i.e. 
v] = e 

[La dernière affirmation est juste sans que Z soit assujetti à des 
conditions de caractère topologique général.] 
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La suite 
(7) AD CS... 


de groupes et de leurs homomorphismes (ou, de façon plus générale, 
d'ensembles avec points-bases et d'applications qui envoient des 
points-bases en des points-bases) est dite exacte en B si Im a — 
— Ker f. La suite (7) est exacte si elle est exacte en chacun de ses 
termes. 

On utilise ce vocabulaire pour résumer toutes les affirmations 
<i-dessus, savoir on a la 

Proposition 1. Pour tout revêtement n : 6 — # de l'espace séparé 
connexe et localement connexe par arcs Ÿ, il existe la suite exacte 


(8) {e}—> ni (8, po) =* UP, do) “+ Fo Pis 


avec pt un ensemble réduit à un point. 

L'exactitude de (8) en x, (&, po) signifie que l'homomorphisme 
x, est un monomorphisme, celle en x, (%, b,) équivaut à la vali- 
dité de l'égalité Ker o — Im x,, et celle en F, veut dire que © 
est une surjection. 

Définition 1. La suite (8) est la suite exacte d'homotopie du revè- 
tement x: € —> Ÿ. 


+ + 


On peut compléter la proposition 1, savoir on voit sans peine que 
dans la suite (8), l'image réciproque 07? (p) par © d'un pointp € Fo 
quelconque est une classe à gauche du groupe 1, (@, b,) suivant le 
sous-groupe Im x, (i.e. o («) — © (B) a lieu pour «, BE (#7, bo) 
si et seulement si aB-! € Im x,). En effet, l’unicité du chemin de 
revêtement entraîne de suite 


S (Pos U)7 = S(pa, u7'), 
(9) S (Pos UV) —= S (Po, U)S (Pa, v) 
pour n'importe quels chemins u €  (b,, #) et v E P (b1, À), où 
Pi = Si (u) = S(po, u) (1). Si les lacets u, vEGQ7F satisfont à 
O0 [u) = o[v] (i.e. à s, (u) = s, (v)), alors 

S (Pos U) S (Por V)7* = S (pos UV”?), 
donc 

uv”! — (ros) (p,, uv”) € no(Qé). 
Ainsi, {u]-[v]-! = [uu-!] € Im x. 


Inversement, si {ul-[v}]-! € Im n,, alors uv-! = now, où wE€ 
€ Q6 et, partant, 


S (Pos u) S (Po)! = S (Po, Low) = w. 
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Aussi, 
Si (u) = S (Po, u) (1) = (w:s (po, 4)) (1) = S (po, v) (1) = Si (v); 


d'où o lu] = olvl. D 

Quel que soit l’'homomorphisme de groupes ®: À —+ B, l'ensemble 
B/{Im À des classes du groupe B suivant le sous-groupe Im À s’ap- 
pelle conoyau de (on le note Coker @). Si l’on traduit l'affirmation 
démontrée en termes de conoyaux, on dit que quel que soit le revête- 
mentn: 6 — # de l'espace séparé connexe et localement connexe par 
arcs #, l'application © induit la bijection 


(10) Coker 14 —> Fo: 

On interprète la situation autrement si l'on introduit l'appli- 
cation 

CO: Fo X UF, bo) + F 
définie par 
O (Po: à) = Op (&), PoE Fo «a EM(F, bo), 

où 0), est © associée au point Ps. 

Les formules (9) entraînent immédiatement que l'application ü 
est l'action à droite du groupe x (®, b,) sur l'ensemble F,, i.e. 
s détermine une représentation 


1 (#, do) + Sym Fo 


de x (©. b,) dans le groupe Sym F, de toutes les permutations 
de fo. 11 s'agit de la monodromie du revêtement x: 6 —+ ‘ dont 
l'image dans Sym f, s'appelle groupe de monodromie de n. 

Quels que soient l’action (à droite) F, X I + ÿ, d'un groupe Il 
sur #, et le point po € Fo, l’ensemble l de tous les éléments « € II 
tels que pa — p, constitue évidemment un sous-groupe de II qu'on 
appelle stabilisateur de p,. L'application & ++ p,a de IT sur l'orbite 
Poll de p, induit (on le constate facilement) la bijection 


IT — p,Il 


de l’ensemble IT/T des classes à gauche de IT suivant le sous-groupe l 
sur l'orbite p, Il. Si l’action est transitive, i.e. chaque élément de 
a pour orbite cet ensemble tout entier, on a la bijection 


S'agissant de l'action 0, « + posa est précisément l'application 
6 — 0), Aussi, dire que os est surjective, c'est dire que © est transi- 
tive, et la justesse de l'égalité Ker o = Im x, signifie que Im (x,),, 
est le stabilisateur du point p,. Quant à la bijectivité de (10), cette 
propriété n’est donc qu'un cas particulier de celle de (11). ce qui 
nous dispense de la démontrer. 
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Définition 2. Un revêtement n: “ — @ est simplement connexe 
si l’espace € l'est. 

L'espace # est dit simplement recouvrable s'il admet au moins un 
revêtement simplement connexe. 

La proposition ci-dessous est un des principaux instruments pour 
calculer les groupes fondamentaux de tel ou tel espace. (Nous nous 
en sommes en fait servi dans la leçon 3 pour calculer le groupe 
a (S', Po).) 

Proposition 2. Si l’espace séparé connexe et localement connexe 
par arcs $ est simplement recouvrable, le groupe x, (7, b,) est pour 
tout b, ES en correspondance biunivoque avec la fibre F, au-dessus 
du point b, d'une fibration simplement connexe quelconque 


nr: Ê —+ #. 
Cette correspondance dépend du choix de p, € F, et est définie par 
[ul s(po u) (1), uEQF. 


Démonstration. Il suffit de dire que sin, (#, ps) = 1. 
alors Coker nr, = x, (@, bo). DO 

La proposition 2 passe sous silence la structure algébrique du 
groupe 7, (#, b,). On la complète donc par la 

Proposition 3. On suppose qu’il existe, pour l'espace séparé connexe 
et localement connexe par arcs #, un espace connexe € et un groupe 
discret T qui opère discrètement à droite sur € tels que 

a) 6 soit simplement connexe; 

b) l'espace des orbites &IT soit homéomorphe à #. A lors le groupe 
Fu (#, bo) est isomorphe à T. 

Démonstration. On identifie # et €/T et on considère 
la projection canonique 

1: €—> 8, pr pr. 


Il est connu (voir exemple 5 de la leçon 2) queletriplet E = (f,x,.#) 
est un revêtement (simplement connexe par suite de a) dont les 
fibres sont les orbites pl de l’action de F sur &. Selon la proposi- 


tion 2, la formule 
o [u] = s (Po, u) (1), 


avec p, un point quelconque de l'orbite b, € #, définit donc la 
bijection 

0: u(#, bo) + pol 
de x, (#, b,) sur l'orbite pl = b,. Toute action discrète étant 
libre, chaque point p de pl admet une représentation unique p,y, 


y EF. Aussi, on pose v (p) = y ! [y = t (p, Po), t étant une trans- 
lation (avec les notations introduites dans la leçon {)}, et on a l'ap- 
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plication bijective 
(12) = TO: rm (7, bo) —+ FT. 
On aura la proposition 3 si l’on montre que (12) est un homo- 


morphisme de groupes (donc un isomorphisme puisque (12) est une 
bijection), i.e. que 


d ((u}-{ol) = d ({ul):d (lvl) 
quels que soient les chemins u, v € Q %. 
Soit d'lu] — y”! et div] — ô-!. Par définition 
PoY = S (Po: u) (1) et pô — S (Po L) (1). 
Soil PoŸ 7. et w — Ss(po, cv). On définit le chemin wy de 6 par 
(wy) E)=w(t)y, tEL. 


( a pour origine le point w (0) y = psy = P, et recouvre le même 
lacet v que le chemin w — s (p,, v). Par conséquent, wy = s (p,, v), 
donc 


S (Pos U)-wy = S (pos U)°S (Pas L) = S(Po, UV) 
(voir la seconde formule (9)). Ainsi, 
a (lul-{ol) = 9 luvl = s (po. uv) (1) = (wy) (1) = 
= W (1) y = (pô) Ÿ = Po (ËY), 
si bien que : | 
d ({ul-{v]) = (6ÿ)-? = y-16-? = d{ul-dlol. DO 
(Cf. calcul du groupe x, (S', po) dans la leçon 3.) 


$ + + 


Soit nr: 6 —+ @# une application quelconque. 

Définition 3 On dit qu'une application continue f: Z —+ # 
est relevable (pour x) s'il existe une application continue g: + € 
telle que nog = f, i.e. si le diagramme 


est commutatif. L'application g est un relèvement de f. 

Si Z = I, i.e. si f est un chemin de #, le relèvement g n'est 
autre qu'un chemin de revêtement. Si Z € %#, les relèvements de 
l'inclusion Z + # sont des sections de x sur ?. 
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D'autre part, si l'on considère x7 comme fibré (voir leçon 1), 
les relèvements de x sont exactement les morphismes sur ® de / 
dans :. 

Nous nous occuperons du cas où l'application rx: € — # est un 
revêtement. 

Problème 1. Démontrer que si l'espace Æ est connexe, l'espace & 
est séparé et l'application x: € — # constitue un revêtement, alors 
il existe pour toute application f: © — @ et n'importe quels points 
z0 EL et po EE tels que 


Î (to) = à (Po) 


au plus une application g: © —+ 6, relèvement de f, pour laquelle 
8 (to) = Po. (Théorème d'unicité du relèvement.) 

[Ce théorème généralise le théorème d'unicité du chemin de revé- 
tement (voir théorème 1 de la leçon 2), si bien que sa démonstration 
s'effectue de façon presque identique. Mais si Z’ est supposé connexe 
par arcs et qu’on choisisse pour tout point x € ?’ un chemin u, 
joignant x, à x, on indique que gou, recouvre fou,, Ce qui permet 
d'évoquer tout simplement le théorème d'unicité du chemin de revé- 
tement.] 

L'existence d’un relèvement est un problème sensiblement plus 
ardu et délicat. 

On rappelle (voir exemple 7 de la leçon 2) que pour tout espace 
topologique Z* et son point x, quelconque, la formule 


p{u)=u(), u EP (zor 2); 
définit la fibration au sens de Hurewicz 
p: P (ton L) —+ L. 


Cette construction commute avec les applications continues (elle 
est naturelle si l’on se réfère à la théorie des catégories), i.e. ona 
pour toute application continue f: ©’ — % le diagramme commu- 
tatif 


P (ro L) + d 
(13) Jo} |1 
P (Yos Y) —+ Ÿ; 


où Yo — f (To). | 
Comme p (ex) — To, Ex, étant traditionnellement le chemin cons- 


tant en x,, la fibration p induit l’application 
(14) po: P (exp P (Tor L)) + P (Los L) 


qui envoie chaque chemin w: [1— P (x,, À’) de l’espace F (ze, L) 
en le chemin pow:tr>wt(t) (1), {E I, de Z. 
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Il ne faut pas confondre (14) avec 
p: Pers P (Los LE) + SP (Los 2) 
qui envoie le chemin w: [1 + ® (x,, Z') en le chemin w (1): rt +-- 
— W (1) t,t E Z, de Z' et qui diffère en général de l'application (14). 


Chose curieuse, les applications p° et p admettent une même sec- 
tion, i.e. il existe une application 


(15) re : P (to, T) —+ P (ex, P (Lo, À) 
telle qu'on ait pour tout chemin u € P (xs, À) 
(16) pou =u et pu#t)—=u, où u* — # (u). 


L'application (15) est définie par 
u*(t)(t)=ut(tr), t, TEL, 
avec uE P (x, L). 


Lemme 1. Soit x: € —> $ une fibration de Hurewicz arbitraire. 
Quels que soient l'application continue f: L'— 8 et le point x, E 2, 
il existe une application h: (xs, L)— ËE qui clôt le diagramme 
commutatif 


P(xy TL) E 
(17) p| IE 
LT — 8, 
i.e. lelle que 
op = To. 


Démonstration. On choisit un point p, € & qui vérifie 
{ (xo) = nr (Po) et on pose, pour tout chemin u € P (x, ©), 


h (u) = S (Pos fou) (1), 


où s: Cocyl x —+ P(E) est une section quelconque de l'applica- 
tion ri: P (68) —> Cocyl x, vr+ (v (0), mov) (voir leçon 2). 


Il vient 
(noh) (u) = x (s (Po, feu) (1)) = (fou) (1) — 
= f (u (1)) = (fep) (&w). DO 


La commutativité du diagramme (17) entraîne celle de: 
h< 
P (exe, P (Los L)) — P (Pos Ë) 


pol ’ [ne 
P(zn TL) P (bo À). 
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Aussi, la première égalité (16) implique la mème propriété pour le 
diagramme 
: h 
P(ex,s  (Lor 7) — (Por Ë) 
H | | a 
P (ro L) + P (be, À), 
i.e. on a pour tout lacet u € % (xs, À’): 
(18) fou = nohou, u* = # (u). 
Cette égalité est en particulier juste pour tout revêtement n: # — 
—+ À. 
Soient u, vE P (x, 7’) deux chemins de même extrémité, i.e. 
pb (u) = p (v). 
Cela définit le chemin uv-!, lacet en r, de .Z. On suppose que l’es- 
pace de revêtement € contient un lacet w en p, tel que le lacet 
fo(uv”") = (fou) (fov)”" 
de l'espace % soit homotope à x °w. Alors 
(19) jou æ (now) (fev), 
donc (voir formule (18)) 
nohou® = (now) (xohovtt), 
i.0. . 
no(hou *) æ sofiw-(hou*)). 
Puisque l'application 
Ts: [u] > [ou] 
est un monomorphisme pour tout revêtement x: “ > # (on le 
sait déjà), il en résulte (voir le lacet (hou *) (w-(hou*))-1) 
hou = w. (hou), 
Mais les extrémités de deux chemins homotopes (ainsi que leurs 
origines, ce qui va de soi) coïncident en particulier. Aussi 
p (hou) = p (w-(kov*)) = p (hev*), 
d'où (en vertu de la commutativité du diagramme (13) pour h) 
k (p (u*)) = k (p (&°)), 


ie. hu) = h (v) (voir la seconde égalité (16)). 

Ainsi, on a le 

Lemme 2. Si l'application na: € — # du diagramme (17) eit 
un revêtement et s'il existe pour les chemins u, v € # (x,, À) tels que 


p (u) = p (v), 
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a ——————— 


un lacet w € QE pour lequel on a l’homotopie (19), alors 
h(u) =h(v). O 
On note que w existe manifestement si 
(20) [Im f, € Im x, 
pour les homomorphismes 
fe: MZ, to) + (P, bo) et ns: mu (Ë, po) + mu (2, bo) 


de groupes fondamentaux, qui sont induits par les applications con- 
tinues f et x. 

On suppose l’espace 2° connexe par arcs. On choisit pour tout 
point x € Z' un chemin u, joignant x; à x et on définit l'applica- 
tion g: 2° —+ 6 par 


8 (x) = h (u>). 


[Ainsi, on obtient g à la suite de plusieurs opérations: choisir 
pour tout x € Z’ un chemin u, ; considérer le chemin f « u,, construire 
pour fou, le chemin d'origine p, qui recouvre s (ps, fou,): en 
prendre l'extrémité s (po, f ° ux) (1).] 

D'après la remarque ci-dessus et le lemme 2, si l'on a l'inclusion 
(20), la construction de g est intrinsèque (le point g (x) ne dépend pas 
du choix du chemin uw). 

On a g(xzo) = Pos À = gop par construction, si bien que 


Rogop—nrnohk#=fop. 


Il en résulte par suite de la surjectivité de p que nog = f, i.e. le 


diagramme 
Ed 


L 
f 


& 


x 


m 


est commutatif. 

Mais cela ne prouve pas encore que g est un relèvement de f car g 
peut en général ne pas être continue. Si l'on veut établir les condi- 
tions de sa continuité (qui en font donc un relèvement de f), on doit 
se rappeler (voir leçon 1) qu'une application continue p: P —+ © 
est épimorphe si un ensemble U & Æ est ouvert sous la condition 
nécessaire et suffisante de p-!U ouvert dans @. 


3 3ax 590 
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Lemme 3. On suppose que l'application h et l'application p du 
diagramme commutatif 


h 
P —6 


(21) p A 
| g 
5 à 


sont continue et épimorphe respectivement. L'application g est continue. 
Démonstration. La commutativité de (21) [entraîne 


p @U) = RTU 

pour tout ensemble U & &. D'autre part, si U est ouvert, alors 
h”1U l'est également par suite de la continuité de h. Ainsi, quel’que 
soit l'ouvert UC €, l'ensemble g-!U est tel que p”! (g-!Ü) soit 
ouvert. Aussi, g-lU est ouvert puisque p est épimorphe. Par consé- 
quent, g est une application continue. C] 

Définition 4. Un espace topologique Z est dit commode s'il est 
connexe par arcs et si l'application (évidemmentfsurjective) 


D: Pro L)+ Le urœmul(i)s UE P (x, TZ), 


est /épimorphe pour tout point z € Z. 

Aux termes du lemme 3, l’application g construite ci-dessus est. 
continue pour /° ainsi défini. 

Nous avons donc démontré le 

Théorème 1. Soient n: € — # un revêtement quelconque, T' ur 
espace topologique commode, et 


1: T8 


une application continue. S'il existe des points x, E &’, po € € tels 
que f (xzo) = x (po) et qu'on ait l'inclusion (20), alors l'application f 
est relevable, et on trouve un relèvement 


g: LT +6 


de f pour lequel g(x,) = po. Si est séparé, le relèvement g est uni- 
que. DO | 

On note que la condition (20) est nécessaire pour l'existence du rele- 
vement g. En effet, si f — sg, alors f, = n,°g, donc 


Problème 2. Montrer que si la condition (20) est remplie pour 
certains x, et Po, alors il existe pour tout x, € 2° un point p, € 6, 
f(x) = n (p.), tel que cette condition soit vérifiée par x; et p,, i.e- 
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Im(fa)s; © Im(as)p;- 
(On remarque qu'on ne saurait en général assimiler p, à tout point 
de l'espace € satisfaisant à f (x,) = x (p.).) 

Corollaire 1. Quels que soient le revêtement x: € — @ et l'espace 
commode simplement connexe ©, chaque application continue f: 4 — 
— # est relevable. Pour tout point x, € Z' et tout point p, E & véri- 
fiant la relation f (x,) = x (ps), il existe un relèvement g: “+6 
de l'application f, tel que g (xs) = po. Si l'espace # est séparé, ce 
relèvement est unique. 

Démonstration. Il suffit de dire que si x, (2, xc) = 1, 
la condition (20) est automatiquement vérifiée. [] 

Ce corollaire (et des fois le théorème 1) s'appelle principe (ou 
théorème) de monodromie. 1l est à la base d'une infinité de théorèmes 
d'existence de la géométrie et de l’analyse. On verra dans la suite 
que la théorie des revêtements proprement dite s’en ressent beaucoup. 

Les espaces Z qui ne sont pas commodes n'obéissent pas en géné- 
ral au théorème de monodromie. 

Exemple 1. Soit 3 une partie du plan &° formée de la circonfé- 
rence x? + y? = 1, de la demi-circonférence (x — 2}? + y* = 1, 


BR 


Fig. 2. 


y < 0, et des segments qui relient le point (1, 0) à tous les points 
(3, {/n), n — 1, 2, ... Soient ensuite € la réunion de & et de 
son symétrique par rapport au point (0, 0}, et Z' l'ensemble obtenu 
à partir de & si l’on substitue à (x — 2}? + y? — 1, y L 0, et à la 
demi-circonférence symétrique la demi-circonférence (x — 1}? + 
+ y? = 4, y L 0, et la demi-circonférence symétrique. Soient, 
enfin, x: 8—+# et f: L + des applications qui font r° + 
+ y? = 1 s’enrouler deux fois sur elle-même (en laissant fixe le point 
Po — (1, 0)), appliquent isométriquement les segments sur les seg- 
ments correspondants et appliquent homéomorphiquement les demi- 


3e 
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circonférences de 4 et Z° sur la demi-circonférence de #. On voit 
aisément (le démontrer!) que x et f sont des revêtements. Quant 
à l'application (uniquel) g: Z'—+& telle que reg = f qui laisse 
fixe le point (1, 0), elle est l'identité sur la circonférence z° + y? = 1 
et sur tous les segments, mais elle applique la demi-circonférence 
inférieure droite de Z’ dans la demi-circonférence supérieure gauche 
de & (et la demi-circonférence supérieure gauche dans la demi-cir- 
conférence inférieure droite). En particulier, le point (3, 0) de 
est envoyé en le point (—3, 0) de &. Comme les extrémités des seg- 
ments droits convergent dans Z° et dans & vers le même point (3, O), 
cela signifie que l'application g subit une discontinuité en (3, O). 
Par conséquent, f n'admet pas de relèvement continu g qui transforme 
le point (1, 0) en lui-même. Or, on établit sans peine que la con- 
dition (20) est remplie (le démontrerl). 
Cet exemple est dû à Zeeman-: 


Problème 3. Montrer que l'injection de la circonférence induit pour ©, $ 
et .8 de l'exemple 1 un isomorphisme de groupes fondamentaux. Ainsi, le groupe 
fondamental de chacun de ces espaces est un groupe cyclique infini engendré 
par t, classe d'homotopie du lacet qui fait un tour complet de la circonférence. 


Montrer que les deux homomorphismes de groupes fondamentaux x, (4, p,) + 


—+ (8, po) et 1 (8, po) +7 (8. P,) induits par les revêtements f et x 
opèrent par Ja formule 1 => 12. 


$ *# % 


On observe que l'espace 7° de l'exemple de Zeeman est non locale- 
ment connexe par arcs. (Les points (3, 0) et (—3, 0) ont tous leurs 
voisinages suffisamment petits non connexes par arcs.) 1] ne s'agit 
pas d'un fait fortuit. 

Proposition 4. Tout espace topologique À connexe et localement 
connexe par arcs est commode. 

Démonstration. On sait (leçon 111.11) que 2 est con- 
nexe par arcs. La seule chose à démontrer est donc quep: P (z,, )—+ 
— Z: est un épimorphisme pour tout point z, € Z'. Mais nous irons 
plus loin, savoir nous montrerons que p est ouverte (voir problème 1 
de la leçon 1). 

Soit u,un chemin d'origine x, de Z’,et soit W un voisinage quel- 
conque de u, dans l'espace P(x,, ©). Il faut démontrer que p (45) = 
— u, (1) est un point intérieur de l’image pW de W par p. Il est 
clair qu'il suffit de le faire pour les voisinages 


W — P (to: L) N (K, U, ) N ... N (Kn, U, }, 


avec Æ,, ..., K,\ des sous-ensembles compacts (—fermés) du seg- 
ment Z et U,, ..., U, des ensembles ouverts de Z. (On rappelle 
que le symbole (X, U) désigne l’ensemble de tous les chemins 
u: [+ % pour lesquels u (X) & U.) 


ESPACES COMMODES 69 


Nous ne nuirons aucunement à la généralité de l'exposé si nous 


supposons que X,, ..., À, sont numérotés de façon qu'on ait pour 
certain m, 0<<m<£<n, 

1EK,,...,.1E Km 14K m4 : - 16 Kn. 
(L'égalité m = 0 signifie que 1 € À, pour aucun i, et m = n équi- 
vaut à 1 € K, pour tout i.) Dans ce cas. u, (1)EU,N...NU,, 
et il existe donc un voisinage connexe par arcs V de p (u,) = u, (1) 
contenu dans VU, NA... AU». (Sim = 0, V est un voisinage con- 


nexe par arcs quelconque de p (ol) On choisit un nombre t,, 0 < 
< to < 1, tel que le segment {t,, 1let les ensembles K,+1, ..., K, 
soient disjoints et qu'on ait u, (ft) € F pour tout ft, 4 <t< 1. On 
constate immédiatement qu'on peut le faire. 

On choisit pour tout point x € V le chemin v, de V qui joint 
Uo (1) à x, et soit u, € P (xs, T') le chemin défini par 


u (t) si 0L<to, 


u,, (t) = — à 
x (1) | V, (+) Si QE SE 
On voit sans peine que u, € W,i.e.u.(t)E U; quand tE K;, i — 
= 1,...,n. (Si i=1,..., met tE Ki, alors u,(t) =u(t)E€ 
EUr 0SI< tn etus(t) =v, (12) EVE Dit Et 1. 
Dans les deux cas, u. (t) appartient donc à Un. Maissii=m+ti, ... 

.., net tE K;, on a nécessairement 0 << t,, donc u, (t) — 
= u (t)E U:.) Puisqu'on a évidemment p (u,) = x, cela prouve 
l'inclusion V € pW, et p (u,) est bien un point intérieur de l’en- 
semble pW. 0 

Ainsi, le principe de monodromie s'applique à tout espace Z 
connexe et localement connexe par arcs. 

Corollaire 2. Quels que soient le sous-espace connexe, localement 
connexe par arcs et simplement connexe Z  & # et les points b, EX, 
Po € € tels que x (ps) = b,, tout revêtement n: € —> # admet une 
section s: © —+ 6 pour laquelle s (b,) = p,. Si l’espace @ est séparé, 
la section s est unique. 
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Espaces semi-localement simplement connexes.— Existence des re- 
vêtements simplement connexes.— Condition d'existence d'un iso- 
morphisme entre deux revêtements. — Revêtements universels. — 
Un lemme auxiliaire. — Théorème de classification des revêtements. 
— Groupe des automorphismes d'un revêtement. — Revêtements ré- 
guliers. — Structure différentiable. 


Le calcul du groupe fondamental d'un espace # donné par les 
propositions 2 et 3 de la leçon 4 suppose qu'on sait en construire les 
revèétements simplement connexes. Les méthodes employées s'ap- 
puient d’ordinaire sur telles propriétés concrètes de #, mais si l'on 
veut en apprécier l'efficacité en théoricien, on doit disposer d'un pro- 
cédé de construction assez général, fût-il inapplicable. 

On indique en premier lieu une condition nécessaire simple im- 
posée à # pour qu'il soit simplement recouvrable. | 

Définition 1. Un espace topologique # dont chaque point b, 
admet un système fondamental de voisinages simplement connexes 
(i.e. de voisinages connexes par arcs U tels que x, (U, b,) = À) 
est dit localement simplement connexe. L'espace ® est semi-localement 
simplement connexe si on le recouvre d’ensembles ouverts U ayant la 
propriété suivante : chaque lacet u € Q (U, b) est homotope dans & 
pour tout point b E U au lacet constant e, (i.e. quel que soit b € U, 
l'image de x, (U, b) dans x, (®, b) par l'homomorphisme induit 
par l'injection U —+ # est triviale; nous dirons pour abréger que 
les ensembles U sont simplement connexes dans &). 

Il est clair que tout sous-ensemble de UV, simplement connexe 
dans ?, l'est de même. Aussi, chaque point de # semi-localement 
simplement connexe admet un système fondamental de voisinages 
qui sont simplement connexes dans #, et ces voisinages sont con- 
noxes par arcs si # l'est de plus localement. ; 

Chaque espace localement simplement connexe est certes semi- 


localement simplement connexe. Comme la boule B" est simplement 
connexe (voir exemple 4 de la leçon 3), toute variété est localement 
(donc semi-localement) simplement connexe. 

Proposition 1. Tout espace & connexe, localement connexe par 
arcs et simplement recouvrable est semi-localement simplement connexe. 

Démonstration. Soient n: 6 > # un revêtement sim- 
plement connexe de l'espace #, et U un sous-ensemble ouvert bien 
recouvert quelconque de #. On aura évidemment le résultat désiré 
si l'on montre que chaque lacet u € Q (U, b) est homotope dans # 
pour tout b, E U au lacet constant e,.. 
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On choisit donc p, € x"! (b,) quelconque, et soit V un voisinage 
de po Œui recouvre bien U. L'application x], : V — U est par défi- 
oition un ‘homéomorphisme, si bien qu’on définit dans V le lacet 


v = (xly)""o u. 


L'espace € étant simplement connexe par définition, ce lacet est 
homotope dans € au lacet constant e,,. Aussi, u = x ° v est lui 
aussi homotope (dans %) à un lacet constant. O 

Exemple 1. L'espace 7, produit direct d'une famille dénom- 
brable de circonférences S!, n'est manifestement pas semi-localement 
simplement connexe, et il n'admet donc pas de revêtement simple- 
ment connexe. 


* + *% 


1] se trouve que si 7 est séparé, cette condition nécessaire est 
également suffisante. 

Théorème 1. Tout espace séparé connexe, localement connexe par 
arcs et semi-localement simplement connexe & est simplement recou- 
vrable. 

On suppose, pour avoir une idée plus nette de la démonstration, 
que le revêtement simplement connexe n: € —+ existe. On choisit 
un point b, € # et on applique le lemme 1 de la leçon 4 au revête- 
ment x: “+ # et à l'identité f = id: # —+ #. 1l vient l'appli- 
cation g: P (bo, B)—+6, relèvement de p: P (b,, B)—+ P, 


ie. telle que le diagramme 
& 
—. Ë 
8 


F(bo,8) — 


soit commutatif. 


Problème 1. Démontrer que g est une surjection telle que les chemins u, » € 
EP (bo, S%) vérifient l'égalité g (u) — g (v) si et seulement si u (1) = v (1) 
et le Jacet uv-1 de 8 est homotope à un lacet constant. (/ndication. Par défi- 
nition, g (u) = s (Po, u) (1).} 


La dernière affirmation signifie que & est, à topologie près, 
l'espace quotient de ® (b,, 7) par la relation d'équivalence =, 
où u = v sous la condition nécessaire et suffisante u (1) = v ({) 
etuv-! — e,,. Ce fait suggère de définir & comme ensemble quotient 
de P (b,, &) par = muni d'une topologie adéquate. C'est ce qu'on 
va faire. 

Démonstration du théorème 1. Soit & l’ensemble des 
classes (u) des chemins u € P (b,, #) par la relation d'équivalence 
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=, et soit x: 6 —+ # une application définie (manifestement bien) 
par la formule 
n (u) = u (1). 


Pour tout ouvert U & # et tout chemin u: 1 > # joignant b, 
à un point de U, on note (u, U ) l’ensemble de tous les points (uv) 
de 6, v étant un chemin quelconque d'origine uw (1) de U. 

Ainsi, (u”)E€ (u, U) si et seulement si u’ (1) E U et u’ — uv, 
avec v un chemin de U qui joint u (1) à u’ (1). Dans ce cas, si w 
est un chemin quelconque d'origine u’ (4) de U, alors 


u'w — (uv) w = u (vw), 
donc (u'w) E (u, U}), i.e. (u”, U)Œ {u, U) et 
(u', U) = {u, U) 


par symétrie. (On rappelle que u’ est un chemin arbitraire de 
P (do, ) tel que (u') Eu, U).) 

Comme (u, U’> Cu, U}) pour tout ouvert U” contenant u (1), 
il en résulte l'inclusion 


(Us U; N U';) Les (ui; U;) n{ U;, U;) 


quels que soient les ensembles (u,, U,) et (u,, U,) de la forme 
(u, U) dont l'intersection n'est pas vide, et le point (u,)E€ 
E (us, U,) NAtus, U,). Aussi, on considère tous les ensembles 
{u, U) comme base d'une topologie sur €. Muni de cette topologie, 
6 est un espace topologique. 

Si U est connexe par arcs, alors on a certes 


an (u, U) = U. 


L'espace # étant localement connexe par arcs par hypothèse, cela 
prouve que l'application n est continue et ouverte (on note que 
x(u)EU entraîne (u) Eu, U)). 

1 y a plus. Si (u,), (Us) Eu, U) et nu) = n(u2), cela 
définit le lacet uu;', et u, — uv,, u, — uv,, v, et v, étant des che- 
mins de U, impliquent 

qu; u(viv,") u7, 


avec v,v;' un lacet de U. Aussi, la connexité simple de U dans # 
(ce qui donne wv;' — e,x)y dans #) entraîne uu,;' —e,, ji.e. 
(u,) = (u:). Cela signifie que x applique bijectivement (donc 
homéomorphiquement) (u, U}) sur U. 

L'image réciproque x -!}U par x du voisinage U est évidemment 
formée de tous les ensembles {4, U). Si on a de plus {u, U)N 
N {u:, U) Z © et que (u,) appartienne à cette intersection, 


(ui, U) = (uo, U) = (Ua; U) 
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en vertu des résultats obtenus ci-dessus. Aussi, x -}U est, pour tout 
ouvert U connexe par arcs et simplement connexe dans #, la réunion 
disjointe des ensembles ouverts (u, U) chacun desquels est appliqué 
homéomorphiquement sur U. Autrement dit, U est bien recouvert 
par fï. 

Comme les ensembles U recouvrent l'espace & localement con- 
uexe par arcs et semi-localement simplement connexe, l'application 
x est un revêtement. 

11 nous reste à démontrer la connezxité simple de #. On aura be- 
soin de l'expression explicite de la connexion s de x: é — æ (qui 
est unique puisque # est séparé). 

On rappelle (voir leçon 4) que tout chemin u € P (b,, #) dé- 
finit par 

u(t) (T) = u (tr), tTE LI, 
un chemin u* € P (bs, ), si bien qu'on détermine pour tout 
t E I un point (u* (t)) de 6. 

Soit to € Z, et soit U un ouvert de # tel que u (4) E U, i.e. 
ut (to) (4) E U. Cela définit un ouvert (u* (to), U) de €. Le che- 
min u étant une application continue, il existe Ô => O pour lequel 
u (EU, |t —t, | < 6. En particulier, la restriction uw |14:,,# 
de u au segment [f,, t] est pour {, < tt, + Ô un chemin (géné- 
ralisé) de U. Comme u“(t) est évidemment composé de chemins 
u#(t,) et u lc, #3 obtenus par un changement de paramètre, il s'en- 
suit 

Qu(t)) E (ut), U), to LI to + 6. 

Problème 2. Démontrer que la dernière propriété subsiste pour 1, — Ô < 
<t<h. 

Ainsi, l'application t — (uF(t)) est continue, i.e. c'est un chemin 
de &. 

Ce chemin d'origine p, = (e,) se projette en 

tre uŸ(t) (1) = u (1), 


i.e. en u. Il est donc, par suite de l’unicité, le chemin de revêtement 
S (Po, 4) obtenu à partir de (p,, x) par la connexion s: Cocyl x —+ 
— P (6) du revêtement n: € — #. Ainsi, la connexion s de 
n: € — @ est donnée par 


(1) S(pPoy u)(t) = (u*(t)}, tEL. 

Soit w € Q (€, po) un lacet arbitraire en p, de &, et soit u — 
= rw unlacet de 3. Comme u*(1) = u, le chemin de revêtement 
S (Po, &) joint p, au point (u) selon la formule (1). D'autre part, 
l'unicité entraîne s (po, u) = w, donc{u) = w (1) = po, et le lacet w 
est homotope dans # au chemin constant e.. 
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Cela prouve que n, {wl = e dans x, (7, b,) et que [wl = e 
dans 7 (€, po)] (puisque l'homomorphisme x, est un monomor- 
phisme; voir leçon 4). Par conséquent, x, (&, p,) = 1. O 


*k + + 


On dispose maintenant de presque tout le nécessaire pour décrire 
tous les rovêtements de l'espace connexe donné . 

On suppose # séparé et localement connexe par arcs, et soit 
E — (6, 1x, 3) un revêtement quelconque de %. On sait (voir 
leçon 4) que quel que soit le point p, € €, l'application n induit le 
monomorphisme 


(te): 7 (Es Po) + 34 (7, bo) 


de (6: po) dans x, (@, bo), ds = x (po). 

Définition 2. On appelle groupe du revêtement E au point po, et 
on note GR,, (6), l'image Im (x,),, du monomorphisme (x,),.. 

Ce groupe est par définition un sous-groupe de nr, (#, b.). 
GR, (£) étant un groupe abstrait est isomorphe à x, (&, p). 

Le revêtement &E est simplement connexe si et seulement si 
GR,, (&) = {e}, e étant comme toujours l'unité de n, (Z, b,). 

Poursuivons. Il est connu (voir leçon 4) que pour tout chemin v 
de € joignant p, à un point p, qui se projette lui aussi en b, € # 
(i.e. p, appartient à la fibre $;, = x" (b,) de E au-dessus de b,), 
on a le diagramme commutatif 


11(6, P1) Se 111 (8, Po) 
Go)pi| [tro)p, 


u(#, de) (8, bo), 


où, les flèches horizontales représentent des isomorphismes. Par con- 
séquent, l'isomorphisme inférieur q, (qui est un automorphisme 
intérieur du groupe ñ, (@, b,)) transforme le sous-groupe GR, (£) — 
— Î[m (x,),, dans le sous-groupe GR,, (£) = Im (x,),.. 

[On note que l'espace € étant localement connexe par arcs avec 
# est connexe par arcs, si bien qu’il existe pour tout point p, de la 
fibre F», au moins un chemin v.] 

Deux sous-groupes l, et l, d'un groupe G sont dits conjugués 
s'il existe un automorphisme intérieur de G qui applique l', sur F;. 

En ces termes de la théorie des groupes, l'affirmation prouvée 
signifie que les groupes du revêtement Ë aux différents points de la fibre 
Fr, Sont conjugués. 

On voit sans peine que si le sous-groupe T de n, (®, b,) est con- 
jugué du sous-groupe GR,, (E), il existe un point p, € Fr, tel que 


(2) GR, (E)=T. 
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En effet, si cette conjugaison est réalisée par l’automorphisme 
intérieur induit par un élément [u]E x, (7, b,), l'égalité (2) a 
évidemment lieu pour l'extrémité p, = v (1) du chemin v = s(p,,u) 
d'origine Pp, qui recouvre u. [] 

Ainsi, tous les groupes GR, (E), Po € Fo, constituent la classe 
des sous-groupes conjugués du groupe 7, (®, b.). 

On notera GR (Ë) cette classe. 

La classe GR (Ë) peut très bien contenir un seul groupe. Une con- 
dition nécessaire et suffisante en est que le sous-groupe GR,, (E) 
soit invariant (distingué). Dans ce cas, nous identifierons GR (E) 
à GR,, (&). En particulier, GR (£) = {e} signifie que GR, (£) — 
= {e}, i.e. que le revêtement E est simplement connexe. 

Soient À, et À, deux classes des sous-groupes conjugués d'un 
groupe G. On dit que la classe À, est majorée par la classe À,, et on 
écrit A, A, s'il existe pour un (donc pour tout) sous-groupe F, 
de À, un sous-groupe li de À, tel que F, € F1. 

Désormais, on peut énoncer et démontrer la condition nécessaire 
et suffisante sous laquelle il existe, pour deux revêtements E et E’ 
donnés de #, au moins un morphisme de Ë dans E’ sur :7. 

Proposition 2. Pour qu'il existe au moins un morphisme 


WA 


pour les revêtements È = (€, x, #) et E" = , #) de l'espace 
connexe et localement connexe par arcs #, n . et il suffit que 
GR (E) < GR (E'). 

Démonstration.Sile morphisme existe, on a pour tout 
point p, € Fr, le diagramme commutatif des homomorphismes de 


groupes 


x (8, Po) «: (8, Po) 
(x NS LC lé 


«4 (2; do) 
avec p, = (po), i.e. on a l'égalité (ts) p:°0P = (14): \ussi 
Im (ñ+)?, = Im ((xte)»; ° Ps) = 
= (10) p; (1m ps) € (te)p5 (rs (&”, po)) = Im (tn; 
ie. GR;: (€) GRp; (&'). 
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Inversement, soient ps € Fr, et P, € Fr, des points pour lesquels 
(3) GR, (8) € GR (6°). 


Chaque morphisme : Ë — Ë’ n'est autre que le relèvement de x 
pour l'application x’. Comme la condition nécessaire et suffisante 
d'existence d'un relèvement (théorème 1 de la leçon 4) est justement 
l'inclusion (3), on trouve aux termes de ce théorème un morphisme 
(qui est unique pour # séparé) @: £ — E’ tel que op (po) = p.. 
(L'espace # est commode par suito de la proposition 4 de la leçon 4 
et de l'hypothèse de # localement connexe par arcs.) [ 

Définition 3. On dit que le revêtement E’ est majoré par le revê- 
_. ë, et on écrit & > E’, s'il existe au moins un morphisme 

—+ Ë’. 

En ces termes, la proposition 2 signifie que Ë >> Ë” si et seulement 
si GR (£) < GR (£”). (Faites attention: les inégalités sont de sens 
contraires.) : 

On a en fait obtenu un résultat plus exact, savoir on a la 

Proposition 2’. Soient E — (€, x, #) et E = (€, n°, #) 
deux revêtements de l'espace # connexe et localement connexe par arcs, 
et soient p, € 6 et p,E €” des points tels que x (ps) = n° (p.). Le 
morphisme 

p: EE 
pour lequel @ (ps) = ps existe si et seulement si 
GR, (E) € GR; (5). 


Il y a unicité pour @ séparé. D 
Corollaire 1. Deux revêtements & et £’ de l'espace séparé connexe et 
localement connexe par arcs @ sont isomorphes si et seulement si 


(4) GR (£) = GR (#). 


Démonstration. L'égalité (4) signifie qu'il existe pour 
tout point p, € & qui se projette en b, ES un point p, E &’ se 
projetant en b, tel que 


(5) GR, (E) = GR (E'). 


Mais si l'on a (5), la proposition 2’ entraîne l'existence des mor- 
phismes 


gEE et p: EE 


pour lesquels @ (p,) = p, et  (p;) = Po. À l'instar du morphisme 
identique id: È—>ËE, le morphisme 4 °° @: E — E laisse fixe p,. 
Aussi, Ÿow = id par suite de l'unicité. On démontre de même l'éga- 
lité @ ob = id. Par conséquent, œ et w sont des isomorphismes réci- 
proquement inverses, et les revêtements £ et E’ sont isomorphes. 
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Inversement, on suppose Ë et £” isomorphes, et soit m: ë —+ E’ 
un isomorphisme quelconque. Conformément à la proposition 2’, 
on a pour tout point p, € Fe, 


GR, (5) € GR: (8), où ps = (Po). 


D'autre part, on a l'isomorphisme inverse @-*: &" — E et @-! (p;) — 
= Po, Si bien que la même proposition entraîne l'inclusion inverse 


GR»: (E') € GR,, (E). 


Aussi, les revêtements isomorphes E et E” vérifient-ils l'égalité (5). O 
Nous avons en fait obtenu un résultat plus précis, savoir on a le 
Corollaire 1”. L'isomorphisme @: ë — E’, (po) = p., existe si 

et seulement si l'égalité (5) est remplie dans le groupe x, (#, b,). Q 
Les revêtements de l'exemple de Zeeman (voir exemple 1 et 

problème 3 de la leçon 4) montrent que le corollaire 1” ne joue pas 

pour les espaces non localement connexes par arcs. 
Corollaire 2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
revêtement E =(8, x, #) soit trivial (isomorphe au revêtement 

(3, id, )) est 


GR (&) = (#, di). O 


La classe À des sous-groupes conjugués de x, (#, b,) est dite 
réalisable s'il existe un revêtement E — (#4, x, #) tel que À — 
— GR (Ë). Selon le corollaire 1, Les classes des revêtements isomorphes 
de l'espace séparé connexe et localement connexe par arcs # sont en 
correspondance biunivoque avec les classes réalisables des sous-groupes 
conjugués de n, (@, b;). 

Une description complète des revêtements d’un espace sera donc 
possible si l’on caractérise les classes réalisables. 


E + + 


Définition 4. Un revêtement E, de l'espace connexe et localement 
connexe par arcs ® est universel si E, > & quel que soit le revête- 
ment ËE de #. Un espace # admettant au moins un revêtement uni- 
versel est dit universellement recouvrable. 

D'après la proposition 2, le revêtement Ë, est universel si et seule- 
ment si 


(6) GR (60) < GR (6) 
pour tout revêtement E de #. Aussi, deux revêtements universels &, 
et &, vérifient l'égalité 

GR (£o) = GR (8), 


si bien qu'ils sont isomorphes. Ainsi, un revêtement universel de l'es- 
pace # est unique à un isomorphisme près. 
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On voit en outre que la classe GR (£E,) ne dépend pas du choix 
du revêtement universel E, et qu'elle est définie univoquement par #. 
Nous appellerons GR (@) cette classe. 


* Problème 3. Démontrer que GR (.8) est formée d'un seul sous-groupe (qui 
est automatiquement invariant). 


La condition 
(7) GR (#)< A 


est par définition une condition nécessaire pour que la classe À des 
sous-groupes conjugués de x, (#, b,) soit réalisable. 

La condition (6) est manifestement vérifiée quand GR (£,) — 
— {e}, i.e. quand Ë, est simplement connexe. Par conséquent, tout 
revêtement simplement connexe est universel, si bien que les espaces 
simplement recouvrables (i.e. semi-localement simplement connexes 
sous l'hypothèse d'être séparés) sont universellement recouvrables. 
Ce faisant, # simplement recouvrables sont caractérisés par l'égalité 
GR (2) = {e} (et la condition nécessaire (7) est donc toujours rem- 
plie pour ces espaces). 

Remarque 1. Certains espaces séparés connexes et localement. 
connexes par arcs (qui ne sont manifestement pas semi-localement 
simplement connexes) n’admettent aucun revêtement universel, et 
quand ils l’admettent, ce revêtement n’est pas simplement con- 
nexe. 


Exemple 2 et problème 4. Démontrer que le produit d'un nombre dénom- 
brable de circonférences ne possède pas de revêtement universel. 

Exemple 3 et problème 5. Soit 8 un sous-espace du plan qui est réunion 
d'une famille dénombrable de circonférences 


1 12 1 
(8) (:——) +=, oùn=1, 2, … 


Démontrer que .8 n'admet pas de revêtement universel. 
Exemple 4 et problème 6. Soit { un cône sur l'espace du problème 5, i.e. 
‘€ est un sous-ensemble de Rs formé de tous les segments rectilignes qui joi- 
pet le point (0, 0, 1) à tous les points des circonférences (8), et soit £’ l'image 
e € par la symétrie centrale x> —x de R°. Le sous-espace 8 = @ UE’ 
de Rest évidemment connexe et localement connexe par arcs. Démontrer que 


a. 8 est non simplement connexe. [ Indication. Considérer le lacet qui par- 
court une D une les circonférences de rayon toujours plus petit des sous-espaces 
Cet GE. 

b. Tout revêtement x: 8 > 8 de RB est trivial (B est non recouvrable au 
sens de la leçon 2). [fndication. @ et €’ de 8 sont contractiles. Il en résulte 
que x possède une section (relèvement de l'application identique) au-dessus de 
chacun de ces sous-espaces, qui envoie le point 0 en un point quelconque de la 
fibre Cotresténdänie 

Etant donné la propriété b, le revêtement trivial id: @ — .8 est universel, 
et il est non simplement connexe en vertu de a. Ainsi, 8 est un exemple d'espace 
séparé connexe et connexe par arcs qui admet un revêtement universel non sim- 
plement connexe. 
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(ee 

Problème 7. Soit 1l un recouvrement ouvert quelconque de 8. G \ 
par [U] le sous-groupe de 4, (8, b,) qui est engendré par les classes d'hu ns 
des chemins uvu”1, avec u un chemin arbitraire d'origine b,de 8 etvu la 
quelconque en u (1) tel qu'il existe un élément U du recouvrement U pour Ÿ 
v (t)€ U quel que soit # € TI. 11 s’agit évidemment d'un sous-groupe inva  : 
Démontrer que 


a. L'espace séparé connexe et localement connexe par arcs 8 admet un ren 
ment universel si et seulement s’il existe un recouvrement ouvert \ , de 8 tel qu' 
ait pour tout \: 


[u,)] (eus (u]. 


b. Dans ce cas, GR (8) = [WU]. 
[Zndication. Démontrer qu'il existe pour tout U un revêtement E de & 
el que GR (£) = [U]. C'est une généralisation du théorème 1.] 


Nous n'allons caractériser les classes réalisables des sous-groupes. 
conjugués que pour la classe simple (mais la seule à avoir un intérêt 
pratique !) des espaces # simplement recouvrables (— semi-locale- 
ment simplement connexes). Nous nous servirons à cet effet du 

Lemme 1. Soient, dans le diagramme commutatif 


g—"— 5’ 
@) N A 
2, 


@ un espace connexe et localement connexe par arcs, tr: € — @, 
p: 8 —+ 6’ des revêtements. L'application x': 8 —+ @ est encore 
un revêtement. 

Démonstration. Si un ensemble ouvert UC est 
connexe par arcs, dire qu'il est bien recouvert par n: € — Ÿ équi- 
vaut à dire que l’ensemble x -1Ù a toutes ses composantes connexes 
par arcs ouvertes qui se projettent toutes homéomorphiquement 
sur U. Cela étant, si # (donc 6) est localement connexe par arcs. 
la condition qui assujettit les composantes connexes par arcs de 
n”lU à être ouvertes est automatiquement vérifiée. En effet, chaque. 
composante connexe par arcs d'un ouvert d'un espace. localement. 
connexe par arcs est un ensemble ouvert (voir leçon IIT.11). 

Un ouvert U € P est dit distingué s'il est connexe par arcs et 
si chaque composante connexe par arcs V de l'ensemble (x”)-'U 
est bien recouverte par l'application œ: € — €”. (On note que €’, 
étant localement homéomorphe à &, donc à #, est localement con- 
nexe par arcs. Par conséquent, la composante V est ouverte dans &”.) 

ll est clair que les ensembles distingués recouvrent Z (ils en. 
constituent même une base). Aussi, on a le lemme 1 sous la condition 
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suffisante que l'application n° recouvre bien chaque ensemble dis- 
tingué Ù, i.e. que sur chaque composante connexe par arcs V de 
(x')-1 U, l'application x” soit un homéomorphisme sur U (la dernière 
restriction découle des remarques que nous venons de formuler), 

Or, la chose est presque évidente. En effet, soit W une composante 
connexe par arcs quelconque de l'ensemble q@-'Y. Comme l'appli- 
cation q recouvre bien par hypothèse l'ouvert V, œ [y : W—+ V 
est un homéomorphisme. D'autre part, l'inclusion évidente p-1V & 
< f7!U entraîne que W est contenue dans l'une des composantes 
connexes par arcs W” de x-!U. L'ensemble ®W" fait partie de 
(n°)! U,il est connexe par arcs et contient W = V. Aussi pW’ — 
= V. Puisque x [y = 1 |; °@ li et œl4- sont des homéomor- 
phismes, la dernière égalité n'a lieu que si W = WW”. Ainsi, x |, 
et œlw du diagramme commutatif 


V 
TN x'|v 


sont des homéomorphismes, et l'application n° |, l'est donc égale- 
ment. ([] 


Problème 8. Démontrer que si les applications x: #8 — #et x’: & —+ #4 
-du diagramme (9) sont des revêtements et si l'espace connexe .8 est séparé et 
localement connexe par arcs, alors @: # — #’ est un autre revêtement. (Un 
morphisme de revêtements est un revêtement.) (Mise en garde. Démontrer sans faute 
que est une surjection.) 


Remarque 2. L'affirmation « l'application x est un revêtement 
dès que x’ et @ le sont » n'est pas juste en général, i.e. fout composé 
de deux revêtements n'est pas un revêtement. 


Problème 9. Montrer que le composé x° o 9: 8 —+ #8 de deux revêtements 
p: 8 +8 et n': & —+.8 est un revêtement si ou bien les feuillets de 
n': &’ —+.8 sont en nombre fini, ou bien l’espace .8 supposé une fois de plus 
connexe ct localement connexe par arcs est localement simplement connexe. 
[Zndication. Démontrer que tout ouvert simplement connere U = B est bien 
recouvert par chaque revêlement 7: & —+ #.] 


* + © 


Les isomorphismes œ: £ —+ E d'un revêtement £ = (4, x, #) 
sur lui-même en sont évidemment des automorphismes (ou transforma- 
tions de revêtement et de glissement). Ils forment un groupe noté 
Aut à. 
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Par définition, Aut Ë opère à gauche sur €. On constate sans 
peine qu'il s'agit d’une action discrète, i.e. (voir exemple 5 de la 
leçon 2) tout point p € # admet un voisiuage Ÿ tel que aV AN F = 
pour tout automorphisme non identique & € Aut &. (En effet, on 
accepte pour V tout voisinage de p qui recouvre bien l'ouvert U — 
— 7 (}).) Aussi, tout sous-groupe F de Aut Ë opère discrètement lui 
aussi, et l'espace des orbites ér = é/T est contenu dans le dia- 
gramme commutatif 


€ 


p êr 
R 


avec p un revêtement (on le sait déjà). En vertu du lemme 1, l'ap- 
plication induite 


Ar: ér—+#,. lp x (p), 


est un autre revêtement. 

Si & est simplement connexe (i.e. c'est le revètement & qui l'est), 
la proposition 3 de la leçon 4 fait que le groupe fondamental de l'es- 
pace &r est isomorphe (plus précisément, anti-isomorphe vu que F 
opère à gauche) au groupe L. Ainsi, si le revêtement £ est simplement 
connexe, le groupe du revêtement ër = (€r, x%r, #) est anti-isomorphe 
au groupe TV pour tout sous-groupe T de Aut E. 

D'autre part, si E est simplement connexe, le groupe Aut Ë opère 
transitivement sur chaque fibre F,, b € À, de ce revêtement. En effet, 
si l’espace € est simplement connexe, la condition (5) sous laquelle 
il existe un isomorphisme E —+> E’ transformant le point p, dans le 
point p, est satisfaite pour £” — E quels que soient p, et p, d'une 
même fibre. Par conséquent, l'application xr est une bijection pour 
F = Aut & et, partant, un isomorphisme (parce que c'est un revé- 
tement). Ainsi, l'action du groupe Aut E sur € remplit toutes les 
conditions de la proposition 2 de la leçon 4, si bien qu'aux termes de 
cette proposition, le groupe Aut E est isomorphe pour E simplement 
connexe au groupe fondamental x, (7, b,) de # en un point (absolu- 
ment quelconque!) b, € Z. 

Si l’on ne veut pas utiliser la proposition 3 de la leçon 4, on cons- 
truit l'isomorphisme 


(10) j: Au Ex, (7, b.) 
si l'on choisit un point p, € Fe, dont il est fonction et si l'on pose 
(11) j(a)=f{novl, a E AutE, 
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pour tout automorphisme «: E — Ë, v étant un chemin quelconque 
de # qui joint p, au point & (po). 

Problème 10. Vérifier immédiatement que 

1° la formule (11) définit parfaitement une application (10) (ne 
pas oublier que # est simplement connexe par hypothèse) : 

2° cette application est un homomorphisme; 

3° l'homomorphisme (10) est un isomorphisme (utiliser la propo- 
sition 2 et le corollaire 1). 

Le groupe GRyr,, (Er) du revêtement E; == (ér, ar, #) au 
point lp, comprend par définition les classes d’homotopie [u] des 
lacets u EQ# tels que leur chemin de revêtement d'origine l'h, 
dans €r est un lacet, i.e. leur chemin de revêtement v d'origine p, 
dans & a pour extrémité un point de l'orbite lp,. Puisque ces che- 
mins v sont exactement les chemins de € qui joignent p, aux points 
& (Pa), «a EF, on a 


GRrr, (Er) = jr. 


Par suite du corollaire { de la proposition 2, cela démontre le 
théorème de classification des revêtements qui a été notre objectif 
principal : 

Théorème 2. Pour tout espace # séparé connexe, localement connexe 
par arcs, semi-localement simplement connexe (— simplement recou- 
vrable), il existe la correspondance biunivoque 


(12) [El <> GR (E) 


entre les classes des revêtements £ isomorphes (sur #) de # et les classes 
des sous-groupes conjugués du groupe fondamental a, (#, b,). D 

Corollaire 1. Pour qu'un espace séparé connexe, localement connexe 
par arcs et semi-localement simplement connexe soit non recouvrable 
(ë.e. tout son revêtement est trivial), il faut et il suffit qu'il soit simple- 
ment connexe. [] 

Corollaire 2. Tout espace séparé simplement recouvrable # est 
homéomorphe à l'espace des orbites €/Y, où € est un espace de rerête- 
ment simplement connexe de 8 et T le groupe des automorphismes du 
revêtement 6 —+ @. 

Remarque 3. On perfectionne le théorème 2 sur le plan formel 
si l'on introduit les revêtements pointés, i.e. les couples (E, p,) formés 
d'un revêtement £ — (€, x, #) et d'un point p, € 6 quelconque. 
Deux revêtements pointés (£, p,) et (E', p,) sont isomorphes s'il 
existe un isomorphisme œ de E sur £Ë” tel que @ (Po) = p.. (Une con- 
dition nécessaire en est évidemment que p, et p, soient au-dessus 
d'un même b, € @.) Dans ce cas, les classes des revêtements pointés 
isomorphes sont en correspondance biunivoque avec les sous-groupes 


de JU (?, bo) : 
(13) [(Eo Pol <> GR», (4). 
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Ainsi énoncé, le théorème 2 est analogue au théorème fonda- 
mental de la théorie des corps de Galois, ce qui autorise certains à 
donner le nom de correspondance de Galois à (13) (et à (12)). [L'ana- 
logie avec la théorie de Galois est loin d’être formelle, si bien que 
celle-ci et la théorie des revêtements se présentent en géométrie 
De 1e abstraite moderne comme deux spécialisations d’une même 
théorie. 


$ + + 


Un analogue de l'isomorphisme (10) existe également pour 
E — (€, x, #) arbitraires. 

Problème 11. On sait (voir leçon 4) que le groupe x (#, bo) 
opère transitivement à droite sur chaque fibre #2,, b, € #. d’un 
revêtement £ — (€, x, %) quelconque. Démontrer que cette action 
commute avec l'action à gauche du groupe Aut &, i.e. qu'on à pour 
tout automorphisme a: E —+ E”, tout élément y € n, (#, b,) ct tout 
point pE Fn, : 


œ (py) = & (p) Y. 


[!ndication. Si y = [ul, où u EQP, alors py — s(p. u) (1), 
avec s une connexion de E.] 

En termes de représentations, l'affirmation de ce problème «isrni- 
fie que la correspondance 


(14) DER QUSe, 


définit un homomorphisme du groupe Aut E dans le groupe Aut fn 
des zx (©, be)-automorphismes du x, (#, b,)-espace à à droite pb, 
(des applications bijectives équivariantes F1, — #b,). 

Problème 12. Démontrer que l'homomorphisme (14) est un iso- 
morphisme de Aut E sur Aut #2. [!ndication. C'est un monomorphis- 
me vu l'unicité due à la proposition 2. Pour prouver qu'il s'agit 
d'un épimorphisme, on choisit un point p, € #»., on construit par 
la proposition 2 pour tout automorphisme B: .#,, — #+, l’auto- 
morphisme a: E — E tel que a (p,) — B (p.) et on utilise la transi- 
tivité de l’action du groupe x, (®, b,).) 

On démontre en théorie des représentations que si le groupe G 
opère transitivement sur l'ensemble .F, alors le groupe Aut .7 de tous 
les G-automorphismes de F est isomorphe au groupe quotient NT/T, 
où l'est le stabilisateur d'un point p, € .7 quelconque, qui est formé 
de tous les éléments y € G tels que p,y = p, et NT est le normalisateur 
du sous-groupe F (le plus grand sous-groupe dont Fest le sous-groupe 
distingué). 

L'action de G étant transitive, il existe effectivement pour tout auto- 


morphisme « € Aut # un élément g de G tel que «& (Po) —= po: L'égalité p 
= peg: entraîne Po8183" — Po ie. 8183" € T, si bien que la classe à cho Le £g 
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mé g suivant Île sous-groupe T ne dépend pas du choix de g. De plus, si y£€T, 
alors 

Po8Y = 2 (Po) Ÿ = % (PoY) = & (Po) = PoBs 
et, inversement, Si pogÿ = Po, alors «@ (poy) = & (Po) Y = (Po8) Ÿ = PoE = 
= @(pPo), donc psy = po, i.e. y ET. Ainsi, v € T si et seulement si p,gy = 
= 0€, Fe si gY£o' € LT. Autrement dit, l == g-ilg, i.e. g € NT. Par conséquent, 
a formule 


(15) At l'£ 


définit bien une application Aut # —+ VT/l'. Si «, B € Aut 7 et « (po) = Poë: 
B (Po) = poh, alors (œ © B) (po) — & (poh) = «à (po) h — (P98) h = po (gh). Ain- 
si, l'application (15) est un homomorphisme. Si lg — FT, ie. g ET, alors 
@ (Po) = Po, donc & (po81) = & (Po) £1 — Poga, Pour tout g, € G. Comme G 
opère transitivement, cela signifie que « = id. Ainsi, l'application (15) est 
un monomorphisme. Soit enfin p,g = poh, avec g, hEG,ie. gh 1er. On a 
(ve) GT € l, si bien que p,yg = p,sYh pour tout élément y € NT. Aussi la 
formule 
À (P) = PoY£: PE F 


g étant un élément du groupe G tel que p,g = p, définit parfaitement une appli- 
cation (manifestement bijective et équivariante, i.e. une application qui est 
un automorphisme du Gespace F) a: F +. On a a (po) = PQŸ Par cons- 
truction, et le monomorphisme (15) est par conséquent un isomorphisme. 


Le groupe quotient VT/FT, où F = GR,, (£) est un sous-groupe 
de x, (7. b,), s'appelle groupe de Weyl du revêtement E au point 
Po E.fe- On le note Weyl,, (Ë). Ainsi, quel que soit le revêtement 
E=(é, x, #) de l'espace # séparé connexe et localement connexe 
par arcs, le groupe Ant E est isomorphe au groupe Weyl,, (Ë) du revé- 
tement £ en po, E.Fr, quelconque. 

Dans cet isomorphisme, il correspond à l'automorphisme a: E + 
—+ E la classe de yEx (7, bo), bo = 7 (po), suivant GR,, (E), 
où y est la classe d'homotopie du lacet x °v, avec v un chemin quel- 
conque de { entre p, et % (Po). 

S'agissant d'un revêtement £ simplement connexe (— universel), 
on retrouve l'isomorphisme (9). 


+ + + 


La théorie de Galois réserve une place toute particulière aux 
corps normaux auxquels sont associés les sous-groupes invariants. 
Il leur correspond en théorie des revêtements les revêtements E 
dont le sous-groupe invariant est GR (E). Ces revêtements sont 
dits réguliers. Le groupe des automorphismes Aut £ d'un revé- 
tement régulier est évidemment isomorphe au groupe quotient 
üù (Z, DCR (E). | 

Problème 13. Le groupe Aut Ë, avec E — (€, 1, #) quelconque, 
opère manifestement à gauche sur chaque fibre #3%,, b, € #. Mon- 
trer (sous des hypothèses classiques sur #) que le revêtement Ë est 
régulier si et seulement si cette action est transitive (on trouve pour 
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tout p, et tout p, et F3, un automorphisme œ: E — £’ tel que 
a (Po) = P1). En déduire que chaque revêtement régulier est un fibré 
principal (voir leçon 1) de groupe Aut E. 

Problème 14. Démontrer que le revêtement Et — (€, x, #) est 
régulier si et seulement si, quels que soient les points po, m E Fu 
et le lacet v en p, de l'espace €, le chemin d'origine p,, revêtement du 
lacet a ov, est un lacet. | 

Exemple 5. Soit # une surface orientable à deux anses (fig. A), 
et soit € la surface (fig. B) déduite de trois # à anses coupées si 


l'on colle à gauche le premier et le deuxième exemplaire et à droite 
le deuxième et le troisième. On le visualise par le schéma conven- 
tionnel suivant : 


EE  — 


Il est clair que € est connexe par arcs, si bien que le triplet £ — 
= (6, n, #), avec x: € —> € la projection canonique, cons- 
titue un revêtement. Le chemin recouvrant le lacet de Z qui fait 
un tour du parallèle de l’anse gauche, est un lacet si et seulement si 
son origine est un point du troisième feuillet. Par conséquent, £ 


n'est pas régulier. 
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Problème 15. Démontrer que le groupe des automorphismes du revêtement 
construit est trivial, i.e. qu'il se réduit à l'application identique. 


Exemple 6 et problème 16. Calculer le groupe des automorphis- 
mes du revêtement de la surface obtenue par le schéma suivant : 


D dome 


et montrer en particulier qu'il opère transitivement sur les fibres (si 
bien que le revêtement est régulier). 

Exemple 7. On sait (voir exemple 5 de la leçon 2) que dès que 
le groupe T opère discrètement sur l'espace €, le triplet & — 
= (£, n, #), où # — E/T est l'espace des orbites et x: 6 + # 
la projection canonique p — lp, constitue un revêtement. L'appli- 
cation L, : p ++ yp est évidemment pour tout y € Fun automorphis- 
me de £. Du moment que l opère transitivement sur chaque orbite, 
le revêtement E est régulier. 

Problème 17. Démontrer que la correspondance y + L.. est un 
isomorphisme du groupe T sur Aut E. [Zndication. Soit p, € 4. Tout 
automorphisme œ € AutE vérifie l'égalité @ (po) = YPory Y ET. 
Comme (pe) = L(po), on a g(p) = L,(p) pour tout point 
p € &.) Démontrer de même que, dans cet isomorphisme, les appli- 
cations équivariantes € — & (qui sont évidemment des automor- 
phismes de Ë) correspondent aux éléments du centre de F. 


+ + + 


Nous aurons besoin en temps et lieu de la proposition suivante 
(cf. problème 5 de la leçon 2). 

Proposition 3. Si l'espace # est pour le revêtement rn: 6 —+ # 
une variété séparée différentiable et si 

a) x est régulier; 

b) Le groupe de ses automorphismes est formé des difféomorphismes, 
il existe sur @ une structure différentiable À unique par rapport à 
laquelle le revêtement x: € —> @ est différentiable. 

Démonstration. On commence comme toujours par 
l'unicité. 

On suppose que A existe. Soit (U, h) une carte connexe bien re- 
couverte quelconque de Z. Si V est une composante de l’image ré- 
ciproque nl, alors 
(16) U=nV et h=k00, 
oùk —hkoneto: U —+ Vest l'inverse du difféomorphisme x: V —+ 
— U (section de x au-dessus de Ü). Cela veut dire que l'atlas sur # 


à éléments les cartes (U, h) est reconstitué de façon unique à partir 
de l'atlas sur & à éléments (V, k), d'où l'unicité de A. 
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Passons à l'existence. On considère les formules (16) comme dé- 
finition des cartes (U, h), i.e., plus précisément, on définit (U, h) 
sur tout ensemble connexe bien recouvert UC #, tel que certaines 
composantes Ÿ de son image réciproque x-!U soient des voisinages 
de coordonnées de €, par la formule À — k °0, À étant une appli- 
cation de coordonnées sur F. On aura évidemment le résultat voulu 
si l’on montre la compatibilité de deux cartes (U[/, h) quelconques. 
Ce faisant, il est clair qu'il suffit de vérifier la dernière propriété 
pour deux (U, h) avec un même (L. 

Autrement dit, il faut prouver que si les cartes (Ÿ, k) et (V,, k,) 
de € sont telles que 

1) on ait xŸ -- xŸ,; 

2) l'ensemble {/ = nf — nf, soit connexe, bien recouvert par 
x et les ensembles V et V, soient des composantes de x-!U (si bien 
que l'application x sur V et V, admet les inverses o: LU — V et 
G,: U—+ V, respectivement), alors le produi‘ de composition 

h; oh”! = LA 0 O1 oo kR=L: kV —+ k,V: 
pour h: l’—R" et h,: U—+R" définies par 
hk = koo, k, = ki°0: 
est un difféomorphisme. Il suffit de démontrer (c'est clair) que c'est 
on: VV, 
qui est un difféomorphisme. 

On note à ce propos que le revêtement x: € — %# étant régu- 
lier, il existe son automorphisme œ: € + € qui transforme la 
composante ŸV dans la composante V,, et l'application œ@ ° © constitue 
une section de x au-dessus de U qui envoie V en V,. L’unicité des 
sections (voir leçon 4, corollaire { de la proposition 4) fait que 0 
coïncide avec 0,. Donc 

on = @ Îr-. 


On achève la démonstration si l'on se rappelle que l'automorphisme 
est un difféomorphisme par hypothèse. CO 

Problème 18. Démontrer que le groupe des automorphismes d'un 
revêtement différentiable quelconque est formé des difféomorphismes. 

On applique en particulier (voir exemple 7) la proposition 3 à un 
revêtement 6 > 4/7, où T est un groupe arbitraire des difféo- 
morphismes de la variété &, qui opère discrètement sur é. 

Corollaire {. Quel que soit le groupe T des difféomorphismes de la 
variété séparée différentiable connexe €, qui opère discrètement sur €, 
l’espace des orbites €{T possède une structure naturelle de variété diffé- 
rentiable par rapport à lagüelle l'application de passage au quotient 


ni Ce CÎT 


est un revêtement différentiable. ©] 


LEÇON 6 


Fibrés vectoriels. — Sections des fibrés vectoriels. — Morphismes de 
fibrés vectoriels. — Structures quaternioniques et complexes sur un 
fibré vectoriel réel. — Exemples de fibrés vectoriels. — Fibrés asso- 
ciés aux GL (7; K)-fibrés principaux. — Cocycles de recollement des 
fibrés vectoriels. — Fibrés vectoriels et classes de cohomologie des 
cocycles matriciels. 


Soit K le corps des nombres réels 2 ou le corps des nombres 
complexes C. 

[Le lecteur peut (et doit!) vérifier que tous les résultats de la 
présente leçon et de la leçon suivante restent en fait entiers si *< 
est le corps des quaternions H, et cela en dépit de la multiplication 
non commutative dans 4 (pour les quaternions voir leçon 7); on 
n'a qu'à écrire les facteurs à droite des vecteurs, i.e. on considère 
sur À les espaces vectoriels à droite. (S'agissant des corps commutatifs 
R et €, le fait que tel vectoriel soit un espace à droite ou un espace 
à gauche n'a en principe aucune importance, mais il en va autrement 
pour © non commutatif.) On se placera donc des fois dans le cas 
K = H. Il y a plus. Quand il y a avantage à le faire, on écrira les 
factenrs numériques dans K — ÀR et <—(C de la même façon 
que dans .] 

Définition 1. Le triplet E — (6, x, #) formé de deux espaces 
topologiques #, % et d’une application continue 
(1) nr: «+ @ 


est un fibré vectoriel de rang n sur * (c'est un fibré réel si “< — 2, 
un fibré complere quand K — € et un fibré quaternionique ou sym- 
plectique pour * = À) si 

a) pour tout point bE€ #, l'ensemble 

Fr = a" (b) 
est un espace vectoriel sur K; 

b) (condition de trivialité locale) il existe un recouvrement ouvert 
{U,} de % et des homéomorphismes qua: Ux X 2" —+ ÉVar 
Eu, = 17 Ua, tels que 

b,) pour tout point (b, x) E U, x R", on ait pa (b, x) € F8 
(i.e. on a le diagramme commutatif 


Px 


Ve *R° 


NZ 


ce 
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où la flèche à gauche est la projection canonique (b, x) —> d du produit 
direct VU, x &" sur U, et la flèche à droite la restriction à EU, 
de l'application (1)): 

b,) pour tout point bE€#, l'application 


Fair 
définie par 
Pa,b (x) — Pa (b, x), X € La 


soit un isomorphisme d'espaces vectoriels. 

Conformément à la terminologie générale de la leçon Â, l'espace 
# (noté également #° ou # (£)) s'appelle espace de base du fibré 
vectoriel £, l’espace € (noté également €? ou € (E)) en est l’espace 
total, et l'application x (qu'on désigne de même par 1° ou x (E)} 
est la projection. Bien souvent, on ne fait pas de différence entre 
E et x. 

L'espace vectoriel F, (ou encore F$, #4 (E)) est la fibre du fibré 
£ (de la projection «) au-dessus d’un point b € #. 

Le rang n du fibré vectoriel £ est également sa dimension (ce qui 
se note dim E ou dimyc Ë). 


L'homéomorphisme @, du diagramme (2) constitue une friviali- 
sation de Ë au-dessus de l'ensemble ouvert U,, voisinage trivialisant. 
On donne des fois le nom de trivialisation au couple (U,, @a). 

Un recouvrement {U,} formé des voisinages trivialisants est dit 
trivialisant. La famille {(U,, .)} de trivialisations (U4X, @a) 
constitue un atlas trivialisant. 


#8 + * 


Une application continue s: & — € vérifiant nos — id s’ap- 
pelle section du fibré £. Elle est une section si et seulement si s (b) € 
EF pour tout b EP, i.e. si elle prend un vecteur s (b) dans chaque 
fibre F,. La dernière circonstance explique le nom de champ de 
E-vecteurs sur # qu'on donne à une section de E. 

Problème 1. Démontrer que 

1° pour n'importe quelles sections s, s,, & et tout élément À € K, 
les formules 


(51 + 52) (0) = Si (0) + 53 (), (As) () — As), b EP, 


définissent les sections s, + 5, Às de £, et l'ensemble l'E de touies 
les sections du fibré vectoriel E est un espace vectoriel sur “< pour les 
opérations (51, Se) —>S1 + Sa, (À, s)ræÀs, l'élément zéro de ME 
étant la section nulle O0 qui associe à chaque point b € # l'élément 
Zéro de l'espace vectoriel F,; 
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2° pour toute fonction continue f sur # à valeurs dans *< et 
toute section s€ l'E, la formule 


(fs) (6) = f(b)s(b), LE &, 
définit la section fs € l'E, et l'espace vectoriel l'E est le F.,7-module 


de toutes les fonctions continues sur # à valeurs dans *< pour l’opéra- 
tion (f. s) — fs. 

Le triplet (€u, au, VU), avec éu = n'U et ay — x lu, est 
évidemment un fibré vectoriel pour chaque sous-espace L' € #. 
Il s'appelle partie de E sur U et se note E |y. 

Si U est un voisinage trivialisant, chaque trivialisation @: L < 
X > Eu définit dans F (E |u) les sections 


(3) S1» EE | Sn 
par les formules . 
S1 (b) = (db, @), - -., Sn (b) = p (b, e;), 


@;, - - «> En étant la base standard de l’espace K”. Les vecteurs 
S1 (b), - .., Sn (db) forment pour tout point b € U une base de l'espace 
vectoriel 7», si bien que chaque section s: U —+ &€y définit sur U 
les fonctions st, ...,s": U— *K vérifiant pour tout bE @# la 
relation 


s(b) = s'(b)s + ... +s"(b)s, 


qui définit ces fonctions de façon unique. 
Problème 2. Montrer que les fonctions s!, . .., S" sont continues 
(appartiennent à l'algèbre FU). 


Aussi on a dans le F..U-module F (£ |u) 
S=Ss's +... +s"'sn, s',...,s" € FKU. 


Ainsi, le F4 U-module T'(E lu) est par définition un module libre de 


rang n de base (3). 

Inversement, soit U un ouvert de l’espace # tel que T (£ |u) 
soit un module libre de rang n, et soit (3) sa base quelconque. On 
définit l'application qg: U X R°—+ 6y par 

pb, x) = zis; (b), bEU, x = (2, ..., x") ER. 
On vérifie automatiquement (le faire !) que g est une trivialisation 
du fibré E au-dessus de U. 
Ainsi, on a la 


Proposition {. Un ensemble ouvert U € # est un voisinage tri- 
vialisant pour le fibré E si et seulement si le Fil'-module T (E lu) 


est un module libre de rang n, et les bases (3) de ce module sont en corres- 
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pondance biunivoque canonique avec les trivialisations @ du fibré 
E au-dessus de U. 

Etant donné ce résultat, les bases (3) du module F (£ |.) sont 
autant de trivialisations de Ë au-dessus de U. 

Convention. Dans la suite de l’exposé, nous dirons également 
des trivialisations (3) que ce sont des bases du module l'E sur U. Ces 
abréviations en matière de terminologie s'avèrent des fois fort utiles. 


+ * + 


Soient E — (€, x, #) et E —(é", x', #') deux fibrés vec- 
toriels. Une application continue mp: # —+ €” est dite fibre à fibre 
si a (p1) = x (p2) (i.e. les points p,, p, € € appartiennent à une 
mème fibre) entraîne x° (p,) = x'(p.) (i.e. les points p, =: œ (pi), 
P, = % (P2) Sont eux aussi dans une même fibre). 

Problème 3. Démontrer que pour chaque application fibre à 
fibre w: € —+ €”, la formule 


@ (6) = x’ (g(p)}, p E n°! (b), 


définit bien l'application continue 
p: P > #', 
ligne inférieure du diagramme commutatif 


gg 


| |. 
a : L 
PB ——+ À" 


et que pour tout bE # l'application 


MF Fe, b'=p(b), 


induite par œ@ est continue. 

Définition 2. Une application fibre à fibre œ telle que toutes les 
applications ,, b € #, soient linéaires, est un morphisme du fibré 
vectoriel Ë dans le fibré vectoriel E’ (ce qui se note m: £E —+ E”). 


Lorsque #7 — @', le morphisme @, avec ®o = id, s'appelle morphisme 
sur @. Un morphisme sur # qui est un homéomorphisme est dit 
isomorphisme. (Dans ce cas, l'homéomorphisme inverse -!: €" + € 
est également un morphisme sur #, donc un isomorphisme.) Deux 
fibrés E et E” sur Z pour lesquels on trouve au moins un isomorphisme 
E — E' sont isomorphes. 

Les isomorphismes de la forme E —+ t sont des automorphismes. 
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Problème 4. Démontrer qu'un morphisme q: E + E’ sur 8 est un iso- 
morphisme si et seulement si l'application linéaire m,: Fr + #4 est, pour 
tout point bE.8, un isomorphisme d'espaces vectoriels. 


Nous désignons par Mor (E, E£”) l'ensemble de tous les morphismes 
E—+ E’ sur ®#. Il s'agit d'un espace vectoriel sur K (même pour 
K = H) et d'un module sur l'algèbre F# pour les opérations dé- 


finies de façon évidente. 
Chaque morphisme @: £ —> E” de fibrés vectoriels sur @ définit 


par la formule 
Sr pos, S€TE, 
l'application linéaire 
po: TETE 

d'espaces vectoriels de sections. 

Puisque 

(pois) (@) = ps ( (b) s (b)) = f (b) 3 (s (0) = f (pes) (b). 
pour toute fonction j € Fu, po est une application F:#-linéaire. 


On vérifie de même que la correspondance q@ > œo définit une 
application F{#-linéaire du F:,#-module Mor (£, £’) dans le 


FK#-module Homr,æ (TE, l'E’) de toutes les applications F#- 
linéaires l'E — DE’. 

Problème 5. Démontrer que toute application FK#_linéaire ré —+ TE’ 
s'écrit mo pous un morphisme @: £ + £’ bien défini. {[Zndication. Voir pro- 
position 3 de la leçon 11.) 

Cela signifie que les modules Mor (£, E’) et Homr., 8 (TE, l'E) 
sont canoniquement isomorphes, d'où l'identification 


Mor (£, E')= Homp,e.g (lé, TE). 
La propriété reste entière pour K =#. 


* + + 


Si l'on effectue une extension complexe de toutes les fibres 
#» d'un fibré vectoriel réel £, on obtient nécessairement un fibré 
vectoriel complexe de même rang qu'on note EC et qu'on appelle 
complezifié de E. 

Pareillement, si l’on munit toutes les fibres #, d'un fibré vecto- 
riel complexe £ de la structure réelle (i.e. si l’on les assimile, par 
suite de l'inclusion RE €, à des espaces vectoriels réels), on a un 
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fibré réel de rang deux fois plus grand qu'on note &R et que nous 
appelons décompletifié de £. La multiplication par à définit sur Ep 
l'automorphisme 7: Er —+ ERqui vérifie l'égalité 


(4) I — id. 


Inversement, la donnée de l'automorphisme 7: n — n soumis à la 
relation (4) sur un fibré réel n de rang 2n définit sur chaque fibre de 
n la structure d'espace vectoriel complexe par rapport à laquelle n 
est (le vérifier !) un fibré vectoriel complexe & (tel que Ep = 1). 
Ainsi, les fibrés vectoriels complexes sont exactement les fibrés réels 
pour lesquels on définit l'automorphisme I vérifiant la relation (4). 

Ce fait vaut aux automorphismes 7 le nom de structures complexes. 

Les fibrés quaternioniques sont de même les fibrés réels pour lesquels 
on définit deux automorphismes I et J vérifiant les relations 


[= —id, J° = —id, 1J = —JT. 


(On n'introduit pas le troisième automorphisme Æ associé à la clef k 
puisqu'il s'exprime moyennant / et J.) 


+ + + 


Exemples de fibrés vectoriels. 

Exemple 1. Soient 7 un espace topologique quelconque, et 7° 
un espace vectoriel arbitraire sur K. Le triplet (# X 7°,n, Ÿ), 
avec nn: # X 7 —+ % la projection du produit direct sur le pre- 
mier facteur, est un fibré vectoriel. Le recouvrement trivialisant 
{l’a} se réduit dans ce cas à l'élément U — #, et la trivialisation 
p: # > <"— # X 7° est définie par le choix d'une base e;, . 


ms [D 


-.., En dans 7”. On la définit par 
o (b, x) = (b, x-!(x))}, bEP, xE K, 


où «a: F7 — <" est un isomorphisme de coordonnées dans la base 
Crises 

Ce fibré se note0'. On appelle 8"; (ainsi que tout fibré vectoriel 
qui lui est isomorphe) fibré vectoriel trivial de rang n. 

Aux termes de la proposition 1, un fibré vectoriel E est trivial si 
et seulement si le Fx#-module TE est libre et si son rang est égal au rang 


n du fibré &. 

Les trivialisations @ d'un fibré vectoriel E au-dessus d'un ouvert 
UE # ne sont autres que les isomorphismes du fibré 65 sur le fibré 
E |[&, et dire que U est un voisinage trivialisant, c'est dire que E |y 
est trivial. 

Exemple 2. Soient Z’ une variété différentiable de dimension n, 
T.7' la variété des vecteurs tangents sur 2’ (voir définition 3 de la 
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leçon [11.15), et n: T2’ —+ ° la projection canonique qui associe 
à chaque vecteur À € T.Z' son point de tangence p € À’ (ï.e. un point 
tel que À E TZ). Par définition, la projection x a pour fibre 
an”! (p}), p E 1", l'espace tangent T,.7’, et chaque carte (L/, h) de 
J' définit une carte (TÙ, Th) de la variété T.7’ telle que 


TU—= LU] TZ =ntU 
rc 


et l'application Th: TU — *?" soit donnée par la formule 
(Th) (4) =: (xt, ..., x", al, ..., a"), À € TU, 


où r!,..., x" sont les coordonnées du point p = x (À) dans la 
carte (U, hk) et a!. ..., a" les coordonnées du vecteur À dans la 


} 


de l'espace T,Z. 11 y a intérêt à remplacer Th par l'application 
(=! X id) Th: TU — U x 2" définie par 
Ar (p, a), p—=n(A), a=l(at,...,a"). 
Soit | 
p:UXR"—+TU 
l'application réciproque : 
En (D: a) = ai (5), PEU: aC À". 
L'application , est un homéomorphisme qui clôt le diagramme con- 
mutatif 


UxIR" Ph TU 


NX 7 


Ü 


ie. c'est une trivialisation du fibré (TZ, x, L') au-dessus du voi- 
sinage U. 

Ainsi, letriplet va: —(T{,n, À") est un Jibré vectoriel de rang n. 

Lefibréræ est également noté 12 (our (Z)). On l'appelle jibré 
tangent sur la variété 4’ (ou de la variété T). 

On note que le fibré tangent x a pour fibres x7* (p) les espaces 


tangents T,® de la variété . 
La notion de fibré tangent nous servira de fil directeur dans l'étude 


théorique des fibrés vectoriels. 
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Une variété .7° est dite parallélisable si le fibré tZ' est trivial (cf. 
leçon 111.16). 
S'agissant de 2’ analytique complexe. t+ est évidemment un 
fibré sur €, et 
(Ty)e = Te 


avec Z'r la variété .Z° considérée comme variété analytique réelle 
par suite de €" — 2?" (voir leçon III.11). 

Exemple 3. (Le lecteur est supposé connaître le contenu de la 
leçon 1.) La multiplication 


(4, x) + Ax 


des matrices carrées À d'ordre n par les colonnes x à x éléments défi- 
nit (à condition d'écrire les vecteurs de <" sous forme de colonnes) 
l’action du groupe linéaire complet GL (n; K) sur l'espace vectoriel 
<", qui est une action linéaire (ou encore une représentation). Cela 
signifie que pour toute matrice À € GL(n; <), l'application 
La: x — Ax est un opérateur linéaire (c’est justement pour que 
cette action soit linéaire lorsque K =: #, qu'on fait l'hypothèse 
de <" vectoriel à droite). Aussi, on définit pour tout GL (n; “<)- 
fibré principal & — (8, x, #) un GLi(n; <)-fibré E — & [X"] 
de fibre-type K", et, pour tout point b € # (qui est par définition 
l'orbite de l’action à droite du groupe :# — GL (7; <) sur l’espace 
total & du fibré E) et tout point p de l'orbite, la formule 


jp (©) = Üp, xlg, x € < 

(cf. formule (12) de la leçon 1) définit l’homéomorphisme j — 
= jp! K—+ Fr de l’espace <” sur la fibre .F , de Ë au-dessus de b. 
Si qest un autre point de l'orbite b et que p — qA, À E GL (n; “), 
alors 

(ja © jp) (x) = ja" lp, XI= ja" td, Ax]= Ax, 
ie. ja °jp == Las À EGL(n; *<). Le groupe GL (7; “*<) opérant 
linéairement sur %X<”, la structure d'espace vectoriel transportée 
sur 7, à partir de K" par l'application j,, i.e. qui est définie par 

[p, xl + [p, y] ={p, x + yl, x, y € <", 

A lp, xl —[p, ÀAx], AE K, xeK", 


ne dépend pas du choix du point p. Ainsi, chaque fibre F, de E£ est 
munie de la structure canonique d'espace vectoriel n-dimensionnel sur 


On suppose maintenant le fibré principal & être localement tri- 
vial, i.e. soit {U,} un recouvrement ouvert de Z tel qu'il existe 
pour tout « l’homéomorphisme équivariant 


Pa : Ua X GL(n ; K) + Eu, = an lU 
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de GL (7: <)-espaces principaux. On vérifie automatiquement (le 
faire !) que la formule 


Pa (b, x) = (p(b, E), xl; bEU,, xeE“< 


(£ étant comme toujours la matrice unité), définit la trivialisation 
Fa Ca + Eu, = 1 "Ua 
de Ë au-dessus de U,. 


On a donc établi que pour tout GL (n; K)-fibré principal locale- 
ment trivial &. le fibré associé £ = & [<"] est un fibré vectoriel. 


$ + ? 
La réciproque est également juste. 


Proposition 2. Pour tout fibré vectoriel E = (“,n, 8), il existe 
un GL(r; <)}-fibré principal localement trivial & tel que 


E — E(K]. 
Démonstration. Soit & le sous-espace du produit direct 
EX... XE, 
( 
n fois 
formé des points p = (p1. . .., pa) dont toutes les composantes 
Pis - + + Pn E € appartiennent à une même fibre de Ë (i.e. elles vé- 


Tifient les relations x (p,) = ... = x (p,)) et constituent une ba- 
se dans cette fibre. On pose x (p) = x (p,), d’où l'application (évi- 
demment continue et surjective) 


1: É— #. 


{Le triplet correspondant & = (&, x. 7) s'appelle fibré des repères 
du fibré vectoriel E.) 
D'autre part, la multiplication matricielle 


(5) (p, A): pd. p = (Pa, - -., Pn), À = la, 


avec pA la ligne (q, . .., g,) des vecteurs g; = pja; (les facteurs 
numériques sont à droite des vecteurs, ce qui est essentiel pour 
K=H), définit évidemment l’action libre à droite de GL (#7; K) sur 
l'espace &, dont les orbites sont justement les fibres de E. Si l'ac- 
tion (95) est 

a) continue ; 

b) principale (i.e. la translation associée est continue), alors le 
triplet & = (6, x,.7) est donc un fibré principal, et la formule 


(6) [p, x} + PX — pit, 
Di mDCC Le. : LT) EX 
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définit (manifestement de manière unique) un morphisme E[i<"] — 
—+ & pour le fibré vectoriel associé & [K"]. Il nous reste à démontrer 
(en plus de a) et b)) que 

c) le morphisme (6) est un isomorphisme ; 

d) le fibré principal £ est localement trivial. 

On note en premier lieu que pour tout voisinage U trivialisant 
pour £, chaque base (3) du module F'(£E {y) (trivialisation q de 
E au-dessus de Ü) définit par la formule 


s (b) = (s, (b), ..., sa (b)), bE U, 


une section de & au-dessus de L. (Faites attention. On identifie donc 
les trivialisations de & au-dessus de Ü et les sections de & au-dessus 
de U.) On définit l'application 


piU X GL(n; *) + &U = n'U 
si l'on pose 
œ (b, A) = s(b) 4, bEU, AEGL(z; K). 


La réciproque de cette application (évidemment continue) est l'ap- 
plication continue 


l'un (b, A), Pp — (Ps 1 Pn) € Ev;, 


où b = x (p) et À est une matrice de colonnes les coordonnées des 
vecteurs Py, ..., Pn E.#r dans la base s, (b), ..., sa (b) de l'es- 
pace vectoriel F,. (Question. Pourquoi la dernière application est- 
elle continue?) L'application est de plus équivariante pour l'ac- 
tion naturelle à droite 


(7) (b, À) B —(b, AB), beEU, À, BEGL (n; K), 


du groupe GL(n; X) sur le produit U :< GL(n; K) (voir exemple Î 
de la leçon {), i.e. 


® (b, 4) B — (6, 4B) 


pour tout point b € U et n'importe quelles matrices À et B de 
GL (n; K) ; on note que le sous-espace 84 est invariant par l'action 
de GL (n; <) sur l'espace &, ce qui en fait un GL (nr; <)-espace. Ain- 
si, o est un homéomorphisme équivariant. 

Vu la continuité de (7), il en résulte que l'action (5) jouit de mé- 
me de cette propriété (sur chaque &y, donc partout du moment que 
les voisinages U recouvrent 7). Pareillement, la translation pour 
(5) est continue elle aussi. Par conséquent, ë est un fibré principal, 
et l'application @ est évidemment une trivialisation de & au-dessus 
de U, d'où la trivialité locale de ce fibré. 


4 3ax. 590 
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Cela prouve a), b) et d). On aura c) sous la condition suffisante 
que pour toute trivialisation (VU, p) de E, l'application 


p”!: Ev + U X ds 


transforme chaque point p € €uy en (b, x), avec b = x (p) et 
x la colonne des composantes du vecteur p € F, dans la base s, (b) = 
— p(b,e,), ..., Sn (b) = p (b, e:). Aussi p-! induit 


Elu —+ SI] lc) 


application réciproque de la restriction de (6) à U. 

Ainsi, l'application (6) estunisomorphismesur U, donc partout.[Ci 

Remarque 1. Le fait d'introduire les fibrés vectoriels nous permet 
donc, pour Ff — <" et # — GL (nr; *), de définir directement les 
6-fibrés localement triviaux & = & [F] sans faire recours aux fi- 
brés principauxE£. La chose est possible dès que l’espace ÿ est muni 
d'une structure et ‘# représente le groupe de tous les automorphismes 
de F qui conservent cette structure (à condition qu'on confère à :£ 
une topologie suffisamment bonne qui garantit la continuité de tou- 
tes les applications nécessaires). Dans la leçon 7, nous reverrons ce 
problème dans une optique quelque peu différente. 


* + * 


Pour tout fibré vectoriel E = (€, x, 2) il existe par définition 
un recouvrement ouvert Ü de # formé des voisinages trivialisants. 
Soient U,, et U, deux éléments de Ü qui se rencontrent. On définit 
pour tout point b de leur intersection l'application 

Ppa (0) = Phir° Pa, p: K°—+ K, 

où pb et Pp,v sont les applications R°* — F, induites par les trivia- 
lisations Qa:Ua X K°—+ Eu, etpa:U8 X 7 —+ Eu (voir b) 
de la définition 1). 11 s’agit d’une application linéaire inversible, 
i.e. d’un élément du groupe GL (n;, “). Aussi 

Pa br PBa (b) 
définit 
(8) Pa Va NUs—+GL(n; K), 
appelée application (ou fonction) de transition (de p, à ws)- 

e 1. L'application 

qo:U —+ GL(n; K) 
d'un espace topologique U dans le groupe GL (n; K) est continue si et 
seulement s'il en est ainsi pour l'application 


@: U X K'— K" 
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donnée par la formule 
pb, x) —=wp(b)}x, bEU, xEK". 


Démonstration. Siæpestcontinue,q l'estévidemmentaus- 


si (le démontrer!). Inversement, on suppose @ continue, auquel cas 
c'est également la propriété de toutes les applications U — “<" de 
la forme 


qu: br pÜbje, i—=1,...,n, 


où @,, - - -, En est une fois de plus la base standard de l’espace ‘<”. 
Ainsi, les applications U —+ K: 


gb g} (b), ë, j=1, ...s D, 


avec p} (b) les composantes du vecteur q (b) e;, sont continues elles 


aussi. On a le résultat voulu si l’on dit que les nombres œ* (b) sont 
précisément les éléments de la matrice q (b) € GL'(n; <). © 


Quand U = U, NU, et p = pge: l'application y n'est autre 
que le composé pr o(p5'p,) de l'homéomorphisme œp'eqa: LU X 
X <® — U x K" et de la projection pr: U X K" —+ “<", d'où 
sa continuité et, aux termes du lemme 1, celle de ps... 

Ainsi, toutes les applications de transition 9, sont des applications 
continues. 

Quels que soient l'ensemble U et le groupe G, l'ensemble de toutes 
les applications U —+ G est un groupe pour les opérations 


pre pt, (p, p) + p 
définies par 
pb) = pb)", (pp) () = p (b)v(b). BE U. 

(Qu'on ne confonde pas @-} et une application réciproque ni çw et 
une composée de deux applications!) Ce faisant, si U est un espace 
topologique, si G est un groupe topologique et si les applications 
get sont continues, alors il en est de même de p-!et y (le démon- 
trerl). 

En particulier, on définit pour ps: VU, NU3-—> GL (n; <) 
l'application qpo : UV, NUS —+ GL(n; K), et s'agissant de q, et pe, 
on définit pour VU, A Us NU, = S l'application 

(@y6 lu ) (Psa lu ): U —+ GL (n; *<), 


avec U = U, AU, NU. qu'on note p,8psa pour alléger les formu- 
les. 11 en découle de suite d'après la définition des qg : 


PBa = Pas sur UN Us, 


9 
P;5PBa —= Pia SUT U, N U; N J' 
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avec x, f, y quelconques (tels que VU, NU: <Detunuvn 
N VU. Æ © respectivement). 

Définition 3. Soient # un espace topologique, .5 un groupe topo- 
logique, et 1 — {U,} un recouvrement ouvert de #. Une famille 
P = {Pa} d' naar continues 


définies pour tout & et tout 8. tels que VU, A Us # ©, est un co- 
cycle de U (plus précisément, d'un nerf du recouvrement Ù ; voir 
Jeçon 111.21) sur le groupe ‘5 si elle remplit les relations (9). Les co- 
cycles sur GL (nr; K) s'appellent de mêmes cocycles matriciels. 

Ainsi, chaque fibré vectoriel Ë = (&, x, #) définit pour tout re- 
couvrement trivialisant Ù de # un cocycle matriciel ® — {Ppa 

Nous dirons que q est un cocycle de recollement du fibré 3 et nous 
le désignerons par qxs. 

Proposition 3. Soient # un espace topologique, Ü son recouvrement 
ouvert et® — {psa} Un cocycle matriciel quelconque de U sur le groupe 
GL (n; <).Ilezxiste un fibré vectoriel E (unique à un isomorphisme près) 
de rang n et d'espace de base $ qui admet Ü comme recouvrement trivia- 
lisant et @ comme cocycle de recollement. 

Démonstration. Unicité. Dire que les fibrés vectoriels 

= (&,x, #)et Ë = (€, x", #) possédant un recouvrement tri- 
vialisant Ü admettent un même cocycle de recollement @, c'est dire 
qu'il existe pour Ë et £” des trivialisations 


Pa Va X K'—HEus Pa'Ua X EU,» 
telles qu'on ait pour tout «& et tout B, U, N Us ©, l'égalité 
FR ° Fa = Bo Pa: (Ua NUS) À + (UN Ur) X K°, 
donc l'égalité 
PR° TR — Fa Pa: ÉU,Ntg > EU,nus- 
Aussi, la formule 
[(P)= (facqs (p) si PEL, (ie. a(p)EU,) 


définit parfaitement une application f: 4 — 6” qui est (on le vé- 
rifie aisément) un isomorphisme E —+ E’. 
Existence. Soit la réunion disjointe 


E=1) (0, x K) 
œ 


d'espaces VU, X K". On désigne par (b, x), le point (b, x) E U, X 
x K" de E, bEU,etxE <" quelconques, et on munit E de la re- 
lation — telle que (b, x), — (c, y), avec bE UV, cE US, x, y € 
€ K", si et seulement si c — b et y = eu (b) x. Les relations (9) 
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entraînent de suite qu'il s’agit d’une relation d'équivalence. Soit € 
l’espace quotient correspondant (muni de la topologie quotient) de 
E. La formule 


n(b,xl, =b, bE, xEK”, 


où & est un indice tel que b € U, et [b, x], est la classe d'équivalence 
du point (b, x). définit parfaitement une surjection continue (pour- 
quoi est-elle continue ?) 


n: 6 —+ #. 
Quel que soit «, l'égalité 
Pa (b, x) = lb, xl, bEU,, x E K?, 
définit évidemment une application fibre à fibre continue 
Pa Ua X KT. 


où Ey, = nr "UV, est un sous-espace de €, formé de tous les points 
(b, xl, bE U,, x E K". Il y a plus. On établit aisément que 


(b, xl ++ (b, x), bE U,, x € ”, 


définit bien l'application continue (pourquoi cette propriété ?) 
Evx 7 Ua X <”, réciproque de ®,. Par conséquent, @, est un ho- 
méomorphisme fibre à fibre, i.e. le triplet & = (€, x, #) satisfait 
à la condition b,) de la définition 1. 

On a la condition a) (et b,)) si l’on dit que, pour tout b € #, la 
fibre F, de l'application x est formée de tous les points de la forme 
(b, x],, & étant quelconque tel que b € U,. Si x est de plus dans 
Up, alors [b, xl, = (b, yls, où y = sa (b) x. Vu la linéarité de 
Ppa (db): K"—+ K", on en déduit que les formules 


(b, X]a + (6, Yla = d, X-Hylas X: YEK", 
À (b, xl. =1(b, AxL, xE <", 


définissent complètement dans f, une structure d'espace vectoriel, 
ce qui donne a) et b,) à la fois. 

Ainsi, £ est un fibré vectoriel et les applications q, en sont des 
trivialisations. De plus 


(ys" © Pa) (b, x) = qS" [b, X]a = (7 [b, Pia (b) x]8 —. (b, Pa (b) x) 


pour tout point (b, x) E (U, NUS) X <”, si bien que p = {pa} 
donné est justement le cocycle de recollement q; de ce fibré. (] 

La construction décrite explique en particulier pourquoi g+ s’'ap- 
pelle cocycle de recollement. Par analogie, on donne le nom de 
fonctions de recollement aux applications ps, Composantes de 4. 
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+ + # 


La proposition 2 à elle seule ne suffit pas pour réduire les fibrés 
vectoriels aux cocycles matriciels. En effet, qe dépend du choix des 
trivialisations ®,, si bien qu'il peut changer avec ®,. 

Mais on contrôle facilement cette non-univocité. 

Soient {pa Ua X K° —+ Eu} et pa: Ua X K—+ Eu} 
deux familles des trivialisations d'un fibré vectoriel E au-dessus d'un 
même recouvrement trivialisant U = {U,}. La formule 

Va (b) = Pa, b ° Pa, b : KT 7, bDEUS, 
définit pour tout & une application 
Ya: VU r GLn; X 
liée à l'homéomorphisme | 
PatoQa:U X K' HU x K° 
par | 
(pa'o pa) (b, x) —(b, Ya (b)x), bEUS xE<", 
si bien que y, est continue conformément au lemme 1. 
Par construction, 


Ga (D) = GAS © Pa, p = PRE © Pa, à © PR! © Pa, b ° Par De Pa, d = 
= Yn (0)" © Ppa (0) ° Ya () 

pour tout point bEU, NUS, i.e. | 
(10) Pha = YB' Pha Ya 
dans le groupe de toutes les applications continues UV, AU, —+ 
—+ GL (n; K) (on sous-entend certes que y, et ys sont les restric- 
tions à U, NU, de ces applications). , 

Nous dirons que deux cocycles @ = {os} ot og = {qua} du 
recouvrement Ü sur le grouve sont cohomologues si l’on trouve des 
applications continues 


(11) Va: Var 


telles qu'on ait (10) pour tout « et tout B, V,N Us D. En ces 
termes, l'affirmation démontrée équivaut à dire que les cocycles de re- 
collement d'un même fibré vectoriel qui correspondent à des triviali- 
sations ®, différentes (mais à un même recouvrement trivialisant VU) 
sont cohomologues. 

La relation de cohomologie des cocycles constitue évidemment 
une relation d'équivalence. Les classes correspondantes s'appellent 
classes de cohomologie du recouvrement Ü sur le groupe #. Nous em- 
ployons les notations suivantes : [q]l désigne la classe de cohomologie 
du cocycle , et H1!(U; &) est l'ensemble de toutes les classes 
de cohomologie de Ü sur G&. 

[11 y a lieu de noter que l’ensemble H! (U ; #) ne porte en géné- 
ral aucune structure naturelle de groupe. | 
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A la lumière des développements ci-dessus, on a évidemment le 
Théorème 1. La formule 


ë — (qu) 


établit une correspondance biunivoque entre l'ensemble de classes des 
fibrés vectoriels isomorphes £ de rang n sur l'espace # qui admettent le 
recouvrement trivialisant U donné, et l'ensemble H! (U:GL (n; K)). O 

Son complémentaire utile dit que chaque cocycle q' = {pa} Co- 
homologue à un cocycle de recollement qx d'un fibré vectoriel £ en est 
un autre cocycle de recollement (associé à d’autres trivialisations 
Pa: Ua X *" —+ Euy,). En effet, si @ = qx correspond aux trivia- 
lisations ma: Us X K°—+ Eu, si l'on a les égalités (10), avec 
Y. les applications (11) et qu'on pose 

Pa (b, x) = Pa (d, Ya (B)x), PEUX xEK", 


en obtient pa: U, X K° —+ Eu, attachées au cocycle p. À 

On note de plus que chaque ensemble H1{[U ; :8) possède un élé- 
ment distingué [e], classe de cohomologie du cocycle e dont les com- 
posantes sont les applications constantes U, N UV, -> :$ qui trans- 
forment toutes l'ensomble U,, N\ U, en l'unité e du groupe <. Cela 
étant, on vérifie sans peine (le démontrer!) que si .$ = GL (n; ), 
il correspond à la classe (e] le fibré vectoriel trivial 0'à. 

Remarque 2. Le théorème 1 et le procédé de construction des co- 
cycles de recollement q4& s'appliquent presque mot pour mot au cas 
des #-fibrés £ — & (F] quelconques, où E& est un #-fibré principal 
localement trivial arbitraire et où le groupe £ et le 4-espace à gau- 
che # sont fixés. (N'oublions pas que chaque trivialisation du fibré 
ë au-dessus de Ü est induite par définition par une trivialisation du 
fibré principal &.) On souligne que les ensembles correspondants 

(U : &) décrivant tous les fibrés & {#] trivialisables au-dessus du 
recouvrement Ü ne dépendent donc pas de f. Cela établit une corres- 
pondance biunivoque entre les -fibrés & et £’ trivialisables au-des- 
sus de chaque élément de 1 et associés aux -espaces F et F”° 
différents. Cette correspondance a lieu si & et Ë” définissent un mé- 
me élément de H?{(U; 4). Cette propriété nous est d’ailleurs fami- 
lière puisque E et E’ se correspondent mutuellement en ce sens si et 
seulement s'ils sont associés à un même -fibré principal &. 

(En d'autres termes, l'ensemble H!(U; 6) est en correspondance 
biunivoque canonique avec les classes de S-fibrés principaux iso- 
morphes sur #, trivialisables au-dessus de chaque élément du re- 
couvrement Ù.] 

Remarque 3. Soit U” un recouvrement plus fin que 1. La restric- 
tion des applications définit l'application injective (pourquoi in- 
jective?) H?(U; :3) — H! (U’; &) qu'on considère comme plon- 
gement. On introduit donc de façon naturelle la réunion d'ensembles 
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H1 (U; $) par rapport à tous les recouvrements ouverts Ü de l’es- 
pace #. Cette réunion notée H? (3 ; :5) est en correspondance biu- 
nivoque canonique avec l’ensemble des classes de &-fibrés locale- 
ment triviaux isomorphes (de fibrés vectoriels de rang n si # — 
= GL(n; K)) sur &. 

Remarque 4. Dans la suite, on se bornera aux fibrés vectoriels 
différentiables E — (#, x, #), où les espaces € et # sont des varié- 
tés différentiables et x est une submersion (voir leçon 10). On mon- 
trera dans la leçon 18 que & paracompact (voir définition 1 de la le- 
çon 111.22) possède des recouvrements ÙÜ trivialisations universelles 
pour les fibrés vectoriels différentiables, i.e. tels que tout fibré vec- 
toriel différentiable soit trivialisable au-dessus de U. Le passage à 
la limite de la remarque précédente s'avère en l’occurrence inutile. 
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G-fibrés vectoriels. — S-espaces vectoriels. — Quaternions. —Grou- 
pe ut“ (n). — Fibrés vectoriels de type #. — Leur liaison avec les 
G-fibrés principaux. — Condition de réductibilité. — Fibrés vecto- 
riels orientables. —Fibrés vectoriels métrisables. 


. Soit & = (€, x, &) un fibré vectoriel de rang » sur un corps K, 
et soit # un sous-groupe du groupe GL (n; *). 

Définition 1. Le fibré vectoriel & est réductible au groupe & s'il 
existe son atlas trivialisant {(U,, p.)} tel que la matrice ps, (b} 
appartienne pour n'importe quels &, f et tout point bE UV, NU, à 
$ (le cocycle de recollement associé {ps,, } est un cocycle sur le grou- 
pe %). Ces atlas sont dits S-atlas. Deux :$-atlas sont équivalents 
si leur réunion est un &-atlas. Un fibré vectoriel pour lequel on dé- 
finit la classe des ‘-atlas équivalents s'appelle «$-fibré vectoriel. 

Ainsi, pour qu'un fibré vectoriel soit réductible au groupe f, il 
faut et il suffit qu'on le munisse d'une structure de $-fibré vectoriel. 

Cette structure n'est pas unique en général. 

Exemple {. On constate sans peine que le fibré vectoriel S est réduc- 
tible au sous-groupe unité {E }si et seulement s'il est trivial. En effet, 
+ PBa (©) = Æ pour tous les «&, B et chaque db E U, NL’, la formu- 
e 


p (b, X) = Pa (, x) si b E Us, 


définit bien l'application @: æ X “<" — æ# qui est un isomor- 
phisme sur #. 0 

Exemple 2. Quels que soient les fibrés vectoriels £ = (€F, x£5. #) 
et n = (61, n1, 2) sur # de rangs respectifs x et m, on considère 
dans le produit direct € X € de leurs espaces totaux le sous-espa- 
ce € formé des couples (p, g) € €? X €" tels que n° (p) = x" (q). 
[En termes de catégories, € n’est autre que le coamalgame du dia- 


ë 
gramme 5, a En.] Soit 
14 = (€, JT; 8), 


avec x l'application € + # de formule x (p, q) = x (p) (ou, ce 
qui revient au même, définie par x (p, g) = x" (q)). La fibre n-! (b) 
du fibré & est formée pour tout point bE æ des couples (p, gq), 
PEFE, q EF, i.e. c'est la somme directe F5 @ F? des espaces 
vectoriels Fi et FA (i.e. x-° (b) est donc un espace vectoriel). Cela 
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étant, quels que soient les atlas trivialisants {(U,, pÉ)}et {(Ua, pa)} 
des fibrés ËE et n (les voisinages trivialisants U, étant les mêmes), les 
applications 


La : Ua X KR + Eu = Us 
définies par 
Pa (0, (x, y) = (p$ @, x), pA(b, y)), bEU,, xEKT, yEeK”, 


vérifient (on le voit de suite) les conditions b,)et b,) dela définition! 
de la leçon 6. Le fibré & est donc un fibré vectoriel de rang nr + m 
{et q, en sont les trivialisations au-dessus de U,). Le fibré £ s’appel- 
le somme de Whitney de £ et n et se note E @ n. Son espace total # 
est désigné par le symbole #5 @ 61. 

Par définition, £ @ n est un GL(n,m; K)-fibré vectoriel. où 
GL (nr, m; K) & GL(n; K) x GL (m,; K) est le groupe de toutes 
des matrices d'ordre nr + m Er 


A 0| A€EGL(n: K), 
0 B|° BEGL(m ; K). 


Problème 1. Montrer qu'un fibré vectoriel de rang n + m est ré- 
ductible au groupe GL (n, m ; X) si et seulement s'il est somme de Whit- 
ney de fibrés vectoriels de rang n et m respectivement. 


+ + + 


On se familiarise avec la notion de #-fibré vectoriel en en appe- 
lant à l'algèbre linéaire. | 

On suppose toujours que ‘ est un sous-groupe quelconque du 
groupe GL (n; K). 

Définition 2. Un espace vectoriel 7° de dimension n sur un corps 
K s'appelle S-espace vectoriel si l'on définit dans 7° une classe de 
bases Coor 7° telle que 

a) si la matrice de passage d’une base f — (f,, ..., f,) à la ba- 
se e = (e,, ..., en) E Coor 7° est À € $, alors f € Coor 7; 

.b) quelles que soient les bases de Coor 7”, leur matrice de passage 
soit dans le sous-groupe &. 

Exemple 3. Si l'on identifie Coor K" à toutes les bases de K” 
liées à la base standard e,, . .., e, par une matrice de passage de 
4, on confère à K”" une structure de ‘$-espace vectoriel qu'on appel- 
le structure standard. 

\Une application linéaire q: 7 + 7j” de ÿ-espaces vectoriels 
s'appelle S-isomorphisme si elle transforme chaque base de Coor 7 
en -une base de Coor 7°” (si bien qu'elle constitue en particulier un 
isomorphisme linéaire). 
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Exemple 4. Un isomorphisme linéaire 7 —+ K7 est un S-iso- 
morphisme (par rapport à la structure standard du $-espace K”) 
si et seulement s'il est un isomorphisme de coordonnées associé à une 
base de Coor 7’. 

Soit K = À. 

Exemple 5. Si GL*{(n; à) est un sous-groupe de GL (7; ?, dont 
les éléments sont des matrices de déterminant strictement positif, 
alors les GL* (n;R)-espaces vectoriels sont exactement les espaces 
vectoriels orientés, et les GL* (nr; R)-isomorphismes sont les isomor- 
phismes linéaires conservant l'orientation. 

Exemple 6. Les O (x)-espaces vectoriels sont les espaces rs 
riels euclidiens (espaces à produit scalaire défini positif), et les 
O (n)-isomorphismes en sont les isométries. 

Exemple 7. Les SO (n)-espaces vectoriels sont les espaces vecto- 
riels euclidiens orientés dont les isométries conservant l'orientation 
sont les SO (n)-isomorphismes. 

Exemple 8. Pareillement, les O (p, )-espaces vectoriels sont les 
espaces psoeudo-euclidiens de type (p;, 9) dont les isométries consti- 
tuent les © (p, g)-isomorphismes. 

Exemple 9. Les Sp (m ; R)-espaces vectoriels sont les espaces sym- 
plectiques de dimension n = 2m, et les Sp (m ; )-isomorphismes en 
sont les isomorphismes symplectiques. 

Exemple 10. On appelle structure complexe sur un espace vectoriel 
réel 7° de dimension n — 2m un opérateur linéaire 1: 7 —> 7° tel 

que 1° = —EÆE. On établit (16 faire !) que les espaces réels avec une 
ee complexe sont, d'une part, exactement les décomplexifiés 
et, de l’autre, les G-espaces vectoriels, % étant un sous-groupe de 
GL (n ; R) (voire de GL* (n : ?)) qui a pour éléments toutes les ma- 
trices de la forme 


A B 
—B À 


et qui est isomorphe au groupe GL (n; C). 
On note que tout espace à structure complexe est nécessairement orien- 


Soit < =C. 
Exemple 11. Les U(n)-espaces vectoriels sont les espaces unitai- 
res (voir leçon I[.21) dont les isométries sont les U(n)-isomorphismes. 


Problème 2. (Cf. problème 4 de la leçon 111.11.) Montrer que l° opération 
Ve établit une correspondance biunivoque entre les espaces unitaires de 


dimension m et les espaces euclidiens 2m-dimensionnels qui sont de même des 
espaces np esliques: [Zndication. La partie réelle du produit scalaire hermitien 
est le put, scalaire euclidien, et la partie imaginaire constitue le produit 
sy mplectique.}] 
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Exemple 12. Les Sp (m)-espaces vectoriels, avec Sp (mt) le groupe 
symplectique unitaire (voir leçon 111.11), sont les espaces unitaires 
et symplectiques (complexes) de dimension 2m à la fois. 

Le dernier exemple admet également une interprétation élégante 
en termes d'espaces vectoriels quaternioniques. Aussi force nous est 
d'approfondir nos connaissances en théorie des quaternions. 


+ + *% 


Chaque quaternion E s'écrit par définition 


(1) Ë = 49 + ii + aj + ak, 
avec i, j, k les clefs ayant la table de multiplication suivante: 
* | à j k 


à |—1 k  —; 
j |—k 1 
HU Et 


(On gagne beaucoup à représenter cette table par le schéma 


Î 
J 
© 


Le produit de deux clefs quelconques qui se suivent dans le sens indi- 
qué est égal à la troisième. Si l'on opère dans le sens contraire, le 
produit est multiplié par —1.) 

L'addition des quaternions se fait composante à composante (si 
bien qu'ils forment un espace vectoriel de base 1, i, j, k). 

Les quaternions a, + ai s’identifient aux nombres complexes, 
ce qui permet d'écrire chaque quaternion (1) comme 


(2) | &—=a+bj,où a, bEC,. 
et d'identifier donc l’espace vectoriel H des quaternions à l'espace 
vectoriel C? des couples (a, b) de nombres complexes. La multipli- 


cation des quaternions (2) obéit aux règles algébriques usuelles et 
aux relations supplémentaires 


j? = —1et aj = ja, a€C. 
Autrement dit, elle est définie par la formule 
(3) (a + bj)(x + yj) = (az — by) + (ay + bx)j. 
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Problème 3. Vérifier par un calcul direct que la multiplication définie 
par (3) est associative et bilinéaire, i.e. que le vectoriel H est une algèbre associa- 
tive. 

On dit que le nombre «,, et on note Re E,. est la partie réelle (ou 
scalaire) du quaternion (1). Ainsi, Re E — Re a si E = a +- bj, 


a, bEC 


Un quaternion Ë — Re test dit réel, et il s'identifie à un nombre 
réel, i.e. Re E — a,. 

Si Re ë = 0, le quaternion £& est imaginaire. Tous les quaternions 
imaginaires forment l’espace vectoriel #” de dimension 3 de base 
i, j, K. 

Problème 4. Montrer qu'un quaternion commute avec chaque Ë € H (appar- 
tient au centre de l'algèbre H) si et seulement s'il est réel. 


On munit le vectoriel H d'une métrique euclidienne sous l'hypo- 
thèse de base 1, à, j, À orthonormée. Dans cette métrique, la longueur 
d'un quaternion &, notée | Ë |, s'appelle norme de &. Par définition 


(&) (EI? = ai + ai +ai+ai= |a?+ |b/?. 
En particulier, | E | — 0 si et seulement si & = 0. 

Le quaternion a; — ai —a,;j — ak est dit conjugué de (1) (on 
le note €). Il est clair que E = EË si et seulement si E est réel, et que 
€ 


: = — Ë si et seulement si E est imaginaire. 
S'agissant du quaternion (2), son conjugué s'écrit 


E = q — bij, 


d'où immédiatement, en vertu de (3) et (4), 


EE EE —|El?. 

Aussi, le quaternion E-! — | E |-®E vérifie pour E + O0 les égalités 
EE EE —1. 

Par exemple, EE-! = 5 |£|-?E — | £ [-?£E — 1.) Ainsi, l'algè- 


bre H est par définition un corps. 
Un calcul direct montre qu'on a pour tout E et tout n de 4: 


Etn=E tn En =1Ë 


(£ —+> Ë est un anti-automorphisme de l'algèbre H). Aussi, on a en 


particulier | En [* = Enên = Enné = Ent 6 = EE nl = 
= [E&ff]nlf, donc 


(2) [éEnl=léllnl. 
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On pose pour Ë — a + bj quelconque: 
| a bi 


—D « 


(6) A: 


Problème 5. Montrer que la correspondance Er A, est un homomor- 
phisme de l'algèbre “ dans l'algèbre Mat, € des matrices complexes 
carrées d'ordre 2, qui constitue un isomorphisme sur la sous-algèbre 
de toutes les matrices de la forme (6). 

Aussi, toutes les propriétés des quaternions s ‘interprètent comme 
celles des matrices. Le carré de la norme | E | ? — aa < bb d'un 
quaternion Ë n'est autre, par exemple, que le déterminant det À 5 
de la matrice À k (à propos, cela prouve une deuxième fois la formule 


(9)). et Re £ => L TrA £. On peut donc identifier E: à A3. 


x + + 


| On. appelle multiplication scalaire sur l’espace vectoriel quater- 
nionique à droite ? une application ? X ÿ —+ it, (a, b) — ab 
telle que 

(a + a) b = a,b + a,b, a (b, + b.) = ab, + ab, 
quels que soient les vecteurs a, a,, a,, b, b,, b, C 7’: 
L (a)b = X (ab), a (bA) = (ab) À 
pour tout a et tout b de 7” et chaque quaternion € H; 
ba— ab 

pour n'importe quels vecteurs a, b € 7’. 

Un espace quaternionique 7 avec le produit scalaire (a, bj + ab 
donné s'appelle espace euclidien quaternionique. (On l'appelle égale- 
ment espace symplectique, terme qui désigne dans ce livre les espaces 
à produit antisymétrique non dégénéré.) Une base e,, . .., e, d'un 
espace euclidien quaternionique est dite orthonormée si ee; = Ô;, 
pour tous les i, j — 1, ..., n. Une application linéaire 3 —> 7; 
d'espaces euclidiens quaternioniques qui conserve le proqute scalaire 


est un isomorphisme (ou une isométrie). 
L'espace H" muni de la multiplication scalaire 


ab — ” +...+ ab", 
où a — (al, ..., a") EH”, b = (b!, ..., b") EH", est un exem- 
ple d'espace euclidien rot de dimension n. [On assimile 
les éléments de H" à des lignes, encore que ce soit des colonnes.] 
[On remarque que si K —C, la définition correspondante dif- 


fère par la conjugaison complexe (ce qui n’a d'ailleurs aucune im- 
portance).] 


GROUPE. U!” (n) it 


PP 


Problème 6. Montrer qu'une base e,, . . ., e, d'un espace eucli- 
dien quaternionique Ÿ° est orthonormée si et seulement si l’isomor- 
phisme de coordonnées 7 —> H” (qui envoie le vecteur a = e;a' 
de 7° en le vecteur (a!, ..., a") de K”) est une isométrie. 

Toutes les isométries H" —- H" de F" sur lui-même forment un 
groupe noté UF (n). Si l'on identifie chaque isométrie F7 —+ #” 
à la matrice à colonnes les images des vecteurs de la base standard, 
on regarde les éléments de UÏ(7) comme matrices quaternioniques. 

Problème 7. Montrer qu'une matrice quaternionique À est dans 
le groupe UH(n) si et seulement si 


+ 


A'A — E, 


avec À’ la transposée de À dünt tous les éléments sont remplacés 
par leurs conjugués quaternioniqdes. (Cf. proposition 2 de la leçon 
II. 21.) É 

Problème 8. Montrer que UF (n) est un groupe de Lie de matri- 


ces (voir leçon 111.11) dont l'algèbre de Lie est l’espace UF (nr) 
des matrices quaternioniques B telles que 


B + B* = 0. 


Problème 9. Montrer que À € UM (n) si et seulement si À est la 
matrice de passage d’une base orthonormée de H” à une autre. 

Cela donne de suite les résultats suivants. 

Exemple 13. Les UM (n)-espaces quaternioniques 7 sont exacte- 
ment les espaces euclidiens quaternioniques (dont Coor 7° est la 
classe de toutes les bases orthonormées). | 

Puisqu'on identifie H à C?et, partant, H" à C?", le produit sca- 
laire dans H" définit par 


ab — S (a, b) + jR (a, b) 


deux fonctionnelles S et Q sur C?”. — 

- Problème 10. Montrer que, sur C?", Sest la multiplication sca- 
laire hermitique et que est la multiplication symplectique. Cela 
étant, montrer que les espaces euclidiens quaternioniques de dimen- 
sion » sont exactement les espaces complexes 2r-dimensionnels qui 
sont unitaires et symplectiques à la fois. (Cf. problème 2.) 

ll en découle en particulier que Un) est isomorphe au groupe 
symplectique Sp (n). 

Problème 11. Expliciter l'isomorphisme UH(n) — Sp (n) (cf. problème #4 
de la leçon III.11). 

Cet isomorphisme fait que les deux groupes s’identifient d'ordi- 


naire. [En particulier, le groupe UM (n) est dit symplectique et se 
note Sp (n).] 
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Revenons aux fibrés vectoriels. 

Soit 4 un sous-groupe quelconque de GL (n; *). 

Définition 3. Ün fibré vectoriel E — (€, x. #) de rang n sur 
K est dit de type :ÿ si 

al chaque fibre F5, — n7"(b), bES, de E est un ‘-espace vecto- 
rie] ; 

b) il existe un atlas trivialisant {(U4, Pa)} 


Unx KN Pœ 


- 


’é 


x 
de £ tel que l'application 
{7) Fa.b” K° — For X7 Pa (0, X), XE K”, 


soit pour tout æ et tout b € U, un ‘5-isomorphisme. 

En particulier, sont de type ‘: 

1) Les fibrés vectoriels orientés (pour lesquels les fibres f , sont orien- 
tées et les isomorphismes (7) conservent l’orientation), 

2) les fibrés vectoriels euclidiens (pour lesquels les fibres $, sont 
a métrique euclidienne et les isomorphismes (7) sont des isométries), 

3) les fibrés vectoriels pseudo-euclidiens, 

4) les fibrés vectoriels symplectiques, 

d) Les fibrés vectoriels unitaires, 

6) Les fibrés vectoriels euclidiens quaternioniques, et ainsi de suite. 

On a “ — R pour les classes 1), 2), 3); X — Rou K — C pour 
4); K = C pour 5) et K — H pour 6). Cela étant, on identifie les 
fibrés 5) aux fibrés réels (“ — R) qui sont euclidiens et symplecti- 
ques à la fois. et les fibrés de la classe 6) s'assimilent aux fibrés com- 
plexes (* = €) qui sont simultanément unitaires et symplecti- 
ques. 
Il existe entre les fibrés vectoriels de type.# et les fibrés réduc- 
tibles à :5 un lien décrit par la 

Proposition {. Un fibré vectoriel est réductible au groupe < si et 
seulement s'il se structure en fibré de type :6. 

Démonstration. On suppose que le fibré vectoriel 
E = (6. 1. #) est de type %. Soit {(Uc, Pa)} un atlas trivialisant 
soumis à la condition b) de la définition 3. 

Chaque application @ga (b): <" —+ <" étant une composée de 
«-isomorphismes est un ‘#-isomorphisme, i.e. sa matrice est dans 
le groupe .5. Cela prouve que tout fibré vectoriel de type ‘4 est réduc- 
tible à % (c'est donc un :3-fibré). 
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Réciproquement, si le fibré vectoriel E = (&, x, #) est réducti- 
ble à :9 et que {(U,, p4)} soit un ‘8-atlas quelconque de EË, chaque 
trivialisation ®, définit une base 


(8) Pa (D, Cr), + +.» Pa (Us En) 


de l’espace vectoriel F,, b € U,, avec e,, ..., e, la base standard 
de K" (voir leçon 6), et les bases (8) associées aux trivialisations 
Pa et ps sont liées pour chaque point b E U4 N Us par la matrice 
de passage Pa (b) E :$. Aussi, la structure de ‘$-espace définie 
dans 7, par la base (8) (i.e. telle que Coor F4 contienne toutes les 
bases liées à (8) par les matrices de passage de ) ne dépend pas du 
choix du voisinage U,, du point b. L'application p,. , est certes un 
-j-isomorphisme par rapport à cette structure, si bien que E se trou- 
ve muni d'une structure de fibré vectoriel de type &. [ 

Ainsi, la structure de $-fibré vectoriel et la structure de fibré de ty- 
pe $ définies sur tout fibré vectoriel £ sont en correspondance Liunivo- 
que. Nous ne les distinguons donc pas et nous considérons comme sy- 
nonymes le terme « #-fibré vectoriel » et le terme « fibré de type & ». 


* + + 


Les #-fibrés vectoriels sont caractérisés aisément en termes de 
ÿ-fibrés principaux. 

En effet, il est clair (voir exemple 3 de la leçon 6) que Le fibré 
& (K7] associé à tout S-fibré principal localement trivial E est un 
%-fibré vectoriel (on interprète K” comme -espace à gauche). Il 
se trouve que la réciproque est également juste, i.e. chaque $ÿ-fibré 
vectoriel E s'écrit ë [KI], avec & un $-fibré principal localement tri- 
vial. On le démontre en répétant en fait la démonstration de la pro- 
position 2 de la leçon 6. 


Problème 12. Démontrer la dernière affirmation. 


+ + * 


Cela permet d'établir une condition nécessaire et suffisante 
(qu'on vérifie aisément) pour qu'un fibré vectoriel donné soit réductible 
au groupe # (ou, de façon plus générale, pour qu’un &-fibré vectoriel 
donné le soit à un sous-groupe 5£ de 8). 

On suppose <£ fermé et on introduit l’espace S/48 des classes à 
gauche aÿ8 de $ suivant 48 (voir exemple 2 de la leçon 1). L'action 
(non effective en général !) de & sur S/3£ est donnée par la formule 


g (a) = (ga) 8, g, a CE Ÿ, 


si bien qu’on définit pour tout Ÿ-fibré principal Ë le fibré associé 


8 (5/1. 
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On suppose & (donc E([S/Æ]) localement trivial. 

Proposition 2. Si un &-fibré vectoriel E — € [K"} est réductible 
au sous-groupe &', le fibré E [S/S€] admet une section. 

Démonstration. Soient {(U,, pa)} un #£-atlas triviali- 
sant deË£et {es} le cocycle de recollement correspondant. On esti- 
me sans perte de généralité que le fibré & — (€, x, #) (et, partant, 
le fibré E[%/d#]) est trivial au-dessus des voisinages U,. Soient 


Va’ Ua X 3 —+ Eu, 


les trivialisations correspondantes, et soit {ÿa } le cocycle de recol- 
lement associé sur le groupe &. Ce cocycle est cohomologue par hypo- 
thèse au cocycle {sa } (considéré comme cocycle sur #), i.e. il exis- 
te des applications L, : U, —> $ telles que 


Ppa (d) = kg" (b) Ÿpa (b) ka (b) 


pour tout point b € U, N Us. 

Comme & [S/GX] est associé au fibré &, il admet par construction 
l’atlas trivialisant {(U,, w,)} auquel il correspond le même {#, }. 
Cela étant, on note [a] la classe af, a ES (on allège ainsi les formu- 
les) et on fait correspondre à b quelconque de # le point s(b) de l’es- 
pace total & du fibré 8 (9/61. On pose à cet effet 


s (b) = où (b, ha (b)l) si b € Us. 
D'après la définition d’un cocycle de recollement, 
Gp (b, Ppa (b) [al) = wa (b, Lal) 


pour n'importe quels points b € U, fN\ Us et lal € S/5€. D'autre 
part, [@s« (0)] = [el par hypothèse, si bien que 


(Lg (b)] = ga (b) lha (b)]. 


Aussi 
op (b, [Lg (b)]) = @a (b, [ha (b)]), 


et l'application s: # —+ € est définie parfaitement. 

Comme s est évidemment une section de E[S/&#£], la proposition 2 
se trouve démontrée. [] 

La réciproque n’est en général juste que sous certaines hypothèses 
supplémentaires. 


Problème 13. Démontrer que si le fibré canonique $ —> $l:3€ est localement 
trivial, réciproquement, l'existence d'une section de & [$/3€] entraine la propriété 
de = À [KT d'être réductible au groupe 5. 

Problème 14. Montrer que si $ est un groupe de Lie dont € est un sous- 
groupe de Lie fermé, le fibré $ —+ $/S€ est localement trivial. (Indication. Un 
sous-groupe de Lie fermé est une variété plongée; voir leçon 13.] 
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SiY = GL(n; ?et SZ — GL*(n; R), l'espace quotient Y/<? 
est formé de deux points. Aussi, le fibré E [GL (7; R)/GL* (n; R)] 
est pour tout GL (n; ?)-fibré principal & ou bien trivial, ou bien 
unrevétement à deux feuillets (si la base © de E est supposée connexe). 
Dans le premier cas, le fibré vectoriel £ — £ {R"] est réductible au 
groupe GL* (nr; À) (on l'appelle fibré orientable), et, dans le deuxiè- 
me, il ne l'est pas. 

Problème 15. Montrer que Le fibré tangent 1{' sur une variété 
différentiable © est orientable si et seulement s’il en est ainsi pour © 
(au sens de la définition 1 de 111.25). 


+ + + 


Un %*-fibré vectoriel E est dit métrisable si on luiconfèreuncstruc- 
ture de fibré euclidien (pour < = f), de fibré unitaire (pour <K — 
— €) ou de fibré euclidien quaternionique (pour *< — “), i.e. 
s’il est réductible aux groupes O (n), U (n) et UN (n) = Sp (n) res- 
pectivement. Chaque structure est dans ce cas une métrique sur 


A la différence de la propriété d'orientabilité, la propriété d’être 
muni d'une métrique est celle de tout fibré vectoriel soumis à 
certaines conditions très larges qui sont vérifiées dans toutes les 
situations d'un intérêt géométrique certain. Il y a avantage à le dé- 
montrer de façon directe sans s'adresser à la proposition 2 (ou, plus 
précisément, au problème 13). 

On rappelle (voir définition 1 de 111.22 et remarque 4 de 111.24) 
qu'un recouvrement ouvert {U,} de l’espace Z est dit numérotable 
s’il existe une partition de l'unité qui lui est subordonnée, i.e. s'il 
existe une famille de fonctions positives continues n,: # — ? tel- 
le que 

1° tout point b € # possède un voisinage U où n, non nulles sont 
en nombre fini (propriété d'être localement fini); 


2° on ait 
D Na = 1 
@œ 


(la somme est définie par suite de 1°); 

3° na = 0 à l'extérieur de U, quel que soit « (condition de subor. 
dination). 

Un espace topologique # dont chaque recouvrement ouvert est 
numérotable est dit paracompact. (La définition est un peu plus for- 
te que la définition universellement admise, maïs elles coïncident 
s'il s'agit d'un espace séparé; voir remarques 1 et 4 de III.24.) 

Un fibré vectoriel E est numérotable s'il admet un recouvrement 


dent ddl . 


trivialisant numérotable. Ainsi, tout fibré vectoriel sur un espace pa- 
racompact # est numérotable. 

Proposition 3. Chaque fibré vectoriel numérotable est métrisable. 

La démonstration sera précédée de plusieurs résultats simples sur 
les métriques. 

La multiplication scalaire (la métrique) sur un espace vectoriel 7 
est univoquement reconstituée à partir de la fonctionnelle quadrati- 
que définie positive correspondante Q : x —> x, xE7. (SiK=R 
et K — C, on le sait depuis les leçons II.11 et 11.18. Dans le cas 
K = H, on procède comme pour K — C. Chose à noter, on dit 
« fonctionnelle quadratique » pour abréger, bien que cela ne soit ri- 
goureusement parlant vrai que pour K =.) 

On observe que quel que soit le corps K, ©@ prend ses valeurs 
dans À. 

Problème 16. Montrer que quels que soient la famille finie de 
fonctionnelles quadratiques définies positives Q, et les nombres po- 
sitifs n4 dont l'un au moins est non nul, 


Q= 2 Na Va 


est une fonctionnelle quadratique définie positive. 


La formule 
Q(P)=pP,pES 


(avec p° le carré scalaire du vecteur p dans F4, b = x (p)) définit 
pour chaque fibré vectoriel E = (6, x, #) muni d'une métrique une 
fonction Q : 6 —+ ? (évidemment continue) telle que sa restriction à 
chaque fibre f,,b € #, soit une fonctionnelle quadratique définie 
positive sur le vectoriel #4. 

Le lemme suivant est une clé qui permet de démontrer la propo- 
sition 3. 

Lemme 1. Chaque fonction continue Q: 8 —+ 2 dont la restric- 
tion à toute fibre F»,b € À, est une fonctionnelle quadratique définie 
positive, est reconstituée à partir d'une métrique sur E. 

Démonstration. La fonction définit par hypothèse 
sur chaque fibre 7,3, b € @, une structure d'espace vectoriel eucli- 
dien (pour K = %), unitaire (pour “ — C) ou euclidien quater- 
nionique (pour X = H). Aussi, il ne faut démontrer que l'existence 
d'un atlas trivialisant {(U,, pa)} de E tel que toutes les applications 
(7) soient des isométries. 

Soit {(Ua; Pa)} un atlas trivialisant arbitraire du fibré £. Il 
est connu (voir leçon 6) que chaque trivialisation @à définit une base 
du FU,-module T (E |u,) de composantes les sections 


Si :b— pa(b,e), i=1,...,n. 


On applique aux valeurs s° (b), ..., s, (b) en chaque point bE U, 
le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt (voir leçon 
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1.14; ce procédé travaille (le démontrer !) non seulement 
mais aussi pour X — # ou K = C), et on obtient Îles tions 
(continues, ce qui est établi facilement) s,, .. ,S du fibré E 
au-dessus de U,, qui forment une base du F U;-module T (E | ) 
telle que les vecteurs s, (b), ..., s, (b) constituent pour cha de 
b E U, une base orthonormée du vectoriel F». : 
I] reste à remarquer que la dernière propriété équivaut à dire quo 
s'agissant de la trivialisation @4 : U x K"— &u, associée à la 
base 1, . . ., sh, toutes les applications (7) sont des isométries. 
Passons à la 
Démonstration de la proposition 3. Le fibré £ — 
= (8, x, #) possède par hypothèse l'atlas trivialisant {(U,, Pa)} 
et la partition de l'unité {n.} subordonnée au recouvrement {U,} 
On définit sur € une fonction Q : € —+ ? en posant 


Q(p) =2 Ma (x (P)) Qa (Ph PE: 


avec Q4 la fonction &y, — ? donnée par 


Qù (p) = x? sSiPa (b, x) = p. 


Ici b — x (p) et x? est le carré scalaire du vecteur x € K” dans la 
métrique standard sur K”. 

On voit aisément que Q est continue et que sa restriction à cha- 
que fibre F», b ES, est une fonctionnelle quadratique définie posi- 
tive (voir problème 10). Aux termes du lemme 1, cette fonction dé- 
finit donc sur £ une métrique. [ 

Corollaire 1. Tout fibré vectoriel sur un espace paracompact # est 
métrisable. O 


pour K — R, 
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Variétés presque complexes. — Variété des matrices orthogonales au- 
tisymétriques. — Une condition d'existence d'une variété presque 
complexe. — Sphères admettant une structure presque complexe. — 
Algèbre des octaves. — La sphère S° et la structure presque com- 
plexe. — Variétés presque complexes de dimension 6. — Parallélisme 
sur Îles quasi-groupes. — Algèbres réelles à division. 


Les fibrés de type #, avec Y un sous-groupe de GL{(n; R), 
n — 2m, de la leçon 7 (exemple 10) sont exactement les décomplexi- 
fiés. 

Définition 1. Une variété différentiable 2’ de dimension n, 
n = 2m, admet une structure presque complexe si son fibré tangent 
ty est réductible au groupe & de l'exemple 10 de la leçon 7, i.e. s'il 


existe sur Z” un fibré complexe + de rang m tel que 


TS — 1. 

Chaque fibré + constitue une structure presque complexe sur Æ, et 

munic d'une structure + donnée, © s'appelle variété presque complexe. 

Chaque variété à structure presque complexe est certes orientable 
(voir problème 15 de la leçon 7). 

Un exemple évident de variété presque complexe est (voir leçon 

111.11) le décomplexifié &* d’une variété analytique complexe % 


quelconque (si = &K, alors Ty = té). Aussi, la propriété de 


' d'admettre une structure presque complexe est une condition né- 
cessaire (mais non suffisante en général l) pour que Z° possède un com- 
plexifié, i.e. pour qu'il existe une variété analytique complexe À tel- 
le que ER = Z. 

Les structures presque complexes sur © ne sont certes autres que 
les structures complexes (voir leçon 6) sur le fibré tangent ta:. Aussi, 
elles sont en correspondance biunivoque canonique avec les automor- 
phismes 


(1) Lit ta 


pour lesquels 7% — — id. 

Aussi, les automorphismes (1) soumis à cette condition ou (ce 
qui revient au même) les champs différentiables p — 1,,p € 4, 
d'opérateurs Z,: T ® —+ T,®, où 17% — — id, constituent eux 
aussi des structures presque complexes sur 2. 

Conformément au corollaire 1 de la proposition 3, leçon 7, si 
presque complexe est paracompacte, le fibré t est à métrique 
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hermitienne dont la partie réelle est la métrique euclidienne et la 
partie imaginaire, la métrique symplectique sur t. Aussi, une va- 
riété différentiable paracompacte admet une structure presque complexe 
si et seulement si le fibré +3; est réductible au sous-groupe Sp (m) — 
= SO (2m) NSp (m;R) du groupe SO (n), n — 2m (image de 
Ü (m) par l'injection GL (m; €) —> GL(n; R)). Par conséquent 
(voir leçon 7, proposition 2 et problèmes 10 et 11), le problème de 
savoir si Z paracompacte admet une structure presque complexe 
se ramène à établir l'existence d'une section du fibré de fibre 
SO (2m)/Sp (m) associé au fibré vectoriel tæ. Voyons donc de plus 
près l'espace quotient SO (2m)/Sp (m). 


* + + 


Problème 1. Montrer que l'espace SO (2m)/Sp (m) possède une 
structure de variété différentiable qui fait de l’application canonique 
a : SO (2m) + SO (2m)/Sp (m) une submersion (si bien que les 
classes du groupe SO (2m) suivant le sous-groupe Sp (m) sont des 
sous-variétés plongées). [Zndication. Le voisinage de l'unité de SO(2m) 
contient une sous-variété transverse à Sp (m) dans laquelle x est 
un homéomorphisme sur un ouvert de l'espace SO (2m)/Sp (m). Cf. 
problème 4 de la leçon 15.] 

Soit W,, un sous-ensemble de SO (2m) à éléments les matrices 
antisymétriques. Puisque toute matrice antisymétrique a son déter- 
nminant positif, une matrice À d'ordre 2m appartient à W,, si et seule- 
ment si elle est orthogonale et antisymétrique. 

Problème 2. Montrer que W,, est une variété différentiable connere 
de dimension m° — m. 

Problème 3. La matrice À est assujettie à être 

1° antisymétrique, 

2° orthogonale, 

3° telle que 


(2) A° = —E. 
Démontrer que deux quelconques de ces conditions impliquent la 
troisième. 

Ainsi, on a ce résultat particulier : chaque matrice À € W,, jouit 
de la propriété (2). 

Quelle que soit À € SO (2m), la matrice AJAT, où 

0 E 

—E 0 
est orthogonalc et antisymétrique. Aussi, la formule 


® (4) = AJAT 


J = 
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détermine une application (évidemment différentiable) 
(3) p : SO (2m) —+ F7. 


Par définition (voir leçon 111.11), une matrice À de SO (2m) appar- 
tient au sous-groupe Sp (m) si et seulement si ATJA = J, i.e. si 
p (4) = J vu que 

AJAT = — ((4A-NTJA-1)-1, 
Comme 
(à) p (4B) = A (B) AT 


pour n'importe quelles 4 et B de SO (2m), il en résulte de suite que 
p (4) =  (B) si et seulement si A-!B E Sp (m). Par conséquent, 


p [41 = (4), 
À € SO (2m), [A] = ASp (m) € SO (2m)/Sp (m), 


définit complètement une applicä ‘ion (qui est différentiable elle aus- 
si !) 
p : SO (2m)/Sp (m) + Wu. 


C’est une injection. Comme SO (2m)/Sp (m) est une variété compacte, 
constitue de plus un monéomorphisme (un homéomorphisme sur son 
image). 

Problème 4. Montrer que l’espace tangent TLSO (n) en E du 
groupe SO (7) (resp. espace tangent TL. Sp (m) en E du groupe Sp (m)) 
s'identifie naturellement à l'espace vectoriel 30 (7) (resp. espace 
vectoriel 8p (m)) formé de toutes les matrices antisymétriques d'or- 
dre x (resp. de toutes les matrices antisymétriques d'ordre 2m per- 
mutables avec la matrice J), i.e. à l'algèbre de Lie du groupe con- 
cerné au sens de III.11. Indication. Chaque matrice d'un voisinage 
de E du groupe SO (n) s'écrit e‘4, où À € 30 (n), et etA € Sp (m), 
n — 2m, si et seulement si À € 3p (m).] 

On identifie de même l’espace tangent T,W,, en J de la variété 
Wh au sous-espace de 50 (7) formé des matrices antisymétriques À 
telles que AJ + JA = 0. 

On assimile donc la différentielle (dy) en £ de q à l'application 


(dp})£ : 30(n) + T,W,C 80 (n). 
Comme toute matrice À de 80 (n) vérifie l'égalité 


efATG@tA)T JS _ (EHHAH NI (EHEATE DT 
t 


= AJ — JA+ 7 
où les points de suspension désignent des termes de degré > 1ent 
(on rappelle que ÀAT — — À), l'application (d)£ est définie par 


(dp)z A = AJ — JA. 
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Son noyau est donc le sous-espace 8p (m), ce qui entraîne de suite que 
@ est une immersion (en [E] et, partant, en tout point de 
SO (2m)/Sp (m); le dernier résultat découle immédiatement de (4)). 
L'image (S0 (2m)/Sp (m)) de œ représente par conséquent une 
sous-variété compacte (donc fermée) de W,, dont la dimension est 
égale à la dimension m° — m de W,. 

Lemme 1. Soit % une sous-variété fermée de la variété %. Si 
dim % = dim Z' et si ' est connexe, alors Y = &. 

Démonstration. Comme dim % = dim , l'injection 
1: Yÿ—+ d'est une application étale (difféomorphisme local). 
Aussi, % contient un voisinage V de tout p € # tel que son image 
L(V) = V soit un voisinage dans Z' du point 1(p) = p. Cela veut 
dire que % est ouverte dans 2". Comme «Z est connexe et ? fermée, 
cette propriété ne peut avoir lieu que si % = 2. O 

Aux termes de ce lemme, la sous-variété q (SO (2m)/Sp (m)) 


coïncide avec Wh, i.e. l'application @ est un difféomorphisme. 
Dans la suite, on identifie W,, et SO (2m)/Sp (m) par le difféo- 
morphisme . 
On remarque que les translations à gauche [BB] [AB] de A € 
€ SO (2m) de l’espace SO (2m)/Sp (m) deviennent par ces identifica- 
tions les conjugaisons C > ACA”1, CE Wh. 


+ + * 


Revenons à la variété Z' de dimension nr (7 — 2m). On suppo- 
se Z paracompacte et on munit son fibré tangent t;: d’une métrique 
euclidienne arbitraire. Cela équivaut, on le sait, à réduire t3 au 
groupe O (7). Si Z est orientable, T2: est réductible même à SO (n). 
Soit tTæ le SO (n)-fibré principal associé. 

Comme le groupe SO (7) opère pour r — 2m à gauche sur W,,. 
on définit le fibré t@ [W,,] de fibre-type W. 

D'autre part, tous les espaces tangents T,® sont orientés et eu- 
clidiens, si bien qu'on définit sur un fibré 0. dont la fibre au-des- 
sus de chaque point p ET est l'espace de tous les opérateurs 
orthogonaux et antisymétriques T,Z — T,®, ie. (cf. prob. 3) 
l'espace de tous les opérateurs orthogonaux et unimodulaires 
Ip: TT —+ Th tels que 15 — — id (ce sont les structures 
complexes orthogonales sur T,Z). 

Problème 5. Montrer que les fibrés ty>{Whlet © a sont isomorphes. 

Puisque les sections de o: sont exactement les champs p +7, 
de structures complexes orthogonales 7,: TL £ — TL, cela dé- 


montre la 
Proposition 1. Une variété paracompacte orientable © de dimen- 


sion 2m (dont le fibré ty est muni d'une métrique euclidienne) admet 
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une structure presque complexe si et seulement s'il existe sur 4° un champ 
pr 1}h de structures complexes orthogonales (opérateurs orthogonaux 
antisymétriques [,: T,®Z — TL) ou, autrement dit, une structure 
complexe 


(9) 1 A TT 
qui constitue également une isométrie (dans chaque jibre de ty). ON 


Remarque 1. Il paraît à première vue que la démonstration 
aurait pu être sensiblement plus simple. En effet, si t est une structure 
presque complexe sur 4’, l'automorphisme correspondant (1) est ma- 
nifestement une isométrie pour la métrique euclidienne associée à 
une métrique hermitienne arbitraire sur + (voir plus haut). Mais le 
fait est qu’il existe un automorphisme (1), isométrie pour une métri- 
que cuclidienne quelconque donnée à l'avance sur T9 qu'on ne saurait 


déduire en général d'aucune métrique hermitieune sur t. 

Si n = 2, le groupe Sp (1) coïncide, on le constate aisément, avec 
SO (2). Aussi, une variété paracompacte de dimension 2 (une surface) 
admet une structure presque complexe si et seulement si elle est orienta- 
ble. 

On montrera en temps voulu qu'en fait toute surface orientable 
admet même une structure complexe. 


+ + + 


Si ñn > 2, l'orientabilité ne garantit pas l'existence d'une struc- 
ture presque complexe. Les sphères S”", n > 2, obéissent, par exem- 
ple, au 

Théorème 1. Parmi les sphères S", n > 2, seules Set SS admet- 
tent une structure presque complexe. 

4 La démonstration exige de longs préliminaires. 

Nous avons intérêt à numéroter les coordonnées des points de 
R"# par les indices inférieurs de 0 à n et à désigner les vecteurs uni- 
tés des axes de coordonnées par e,, . .., e,. On identifie de plus ?" 
à un sous-espace de R"*! formé des vecteurs x = (z,, . .., zh), où 
Zn —= 0. Corrélativement, les colonnes et les lignes des matrices de 
SO (n + 1) sont numérotées par les nombres de 0 à nr, et on identifie 
chaque matrice À € SO (n) à la matrice 


A 0 
de SO (n + 1), 
On introduit l'application 
(6) p: SO(R +2) + S"*! 


qui fait correspondre à chaque À € SO (n + 2) sa dernière colonne, 
i.e. le point 4e, :, de la sphère S"*!. [Cette application n'est autre 
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que la projection x du S-fibré principal (VF, x, [/%) de l'exemple 2 
de la leçon 1 si F — SO (n + 2) et & — SO (n + 1); la tradition 
exige qu'on remplace n par p.] 

Proposition 2. Si La sphère S", n — 2m, admet une structure 
presque complexe, le fibré p: SO (n + 2) —+ S"*! possède une section 


(7) s: S't1—+ SO (n + 2). 


Démonstration. Chaque vecteur x € S'*! s'écrit de fa- 
çon unique 


(8) X = ay + be, y, 

où a +b =1,a>0 et yES"CR"*#. D'autre part, si S”" ad- 
met une structure presque complexe, il existe sur S", en vertu de 
la proposition 1, un champ y > 7,, y E S", d'opérateurs antisymé- 
triques orthogonaux 1,: T;S®"—+ T;S" (dans la métrique sur 
T,;S” induite par l'inclusion T,S" € R"#). 

Soit, dans ?"#?, le supplémentaire orthogonal (T;S")!t du 
sous-espace TS" RC R'*#, Il est engendré, c'est clair, par 
les vecteurs y et c,+1. On prolonge Z, en l'opérateur 4,: R"# —+ 
—+ ?"# si l'on suppose que À, coïncide sur T,;S”" avec {, et qu'il 
est défini sur (T,;S")! par la formule 


Ay(— ay + Pe,r1) = Py — œenr, à, PE À. 


Chaque À, est manifestement antisymétrique et orthogonal. 
On identifie À, à sa matrice et on pose pour tout vecteur (8): 


S (x) = aÀ, + bE, 
avec Æ la matrice unité d'ordre 2. Comme 
s(x)' s(x)=(aAÿ +bE)(aÀ,+bE)— 
= a À; A, + ab (A; + A5) +b2E=(a2+b)E=E, 
la matrice s (x) est orthogonale, si bien que l'application s: x ++ 
— s (x) est s: S"*1->SO (n + 2). Puisque 
(pos) (x) = $ (x)en +1 > aÀ; Ent + be, +1 = aÿ + benyi = X, 


l'application s est en outre une section de p. © 
La proposition 2 est connue sous le nom de théorème de Kirchhoff. 
Quel avantage tire-t-on d'avoir passé de Ton (W}h) à (SO (n + 2), 


P, S”'*})? Le fait est que puisque ce dernier fibré est un fibré prin- 
cipal, affirmer qu'il existe une section (7), c'est affirmer que 
(SO (n + 2), p, S"*1) est trivial (voir leçon 1). 

Problème 6. Démontrer que (SO(n + 2), p, S"*) est associé 
au fibré tangent tan+: de la sphère S"*! (i.e. avec les notations intro- 


duites dans la leçon 7, celui-ci est lefibré principal ten+4:). ([lndica- 
tion. Quels que soient le point x € S'‘!'et la baseorthonormée a,,... 
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., An de l'espace T,;S"*!, la famille (a,, ..., ah, x) constitue 
une base orthonormée de R"*?, et toute base orthonormée de ?”+? 
s'obtient de façon analogue.] 

Il en résulte que la condition d'existence de (7) équivaut à la 
trivialité du fibré ton+s, i.e. à l'existence d’un parallélisme sur 


S"*!. Ainsi, la sphère S"*! est parallélisable si la sphère S" admet 
une siruclure presque complexe. 

Il suffit donc de prouver, pour avoir le théorème 1, que 

A. Les sphères S° et S$ admettent chacune une structure presque 
complexe. 

B. Sin -£1,3,7,S" est non parallélisable. 

[Le parallélisme sur la circonférence S' est évident, et celui sur 
S° et S’ découle, vu le théorème de Kirchhoff, de l'existence d'une 
structure presque complexe sur Set S$. D'ailleurs, le fait que Set 
S’ sont parallélisables est facilement établi de façon directe (voir 
plus loin). On note que $S”", n°> 2, admet donc une structure presque 
complexe si et seulement si S"*! est parallélisable. La démonstration 
directe de ce résultat fait visiblement défaut.]} 

On démontre B par des constructions topologiques qui sortent du 
cadre du présent exposé. On en parlera dans les leçons 24 à 27. 
Voyons ce qu'il en est de A. 

La question ne se pose pas en ce qui concerne la sphère S° dont 
on sait qu’elle est difféomorphe à la droite projective complexe (sphè- 
re de Riemann) et qu'elle est par conséquent une variété presque com- 
plexe, voire une variété complexe. Mais dans le cas de S°, on a be- 
soin de certains résultats algébriques qui ont leur intérêt propre. 


+ + € | 


Soit Ca l'espace H? des couples (E, n) des quaternions (qui cons 
titue naturellement un vectoriel sur À) qu'on munit de la multipli- 
cation définie par 
(9) (E,n) (x, y) — (Ez — Yn NT + yË), Ë, Ts Y € H. 

[C'est le même procédé | qui permet | d'obtenir les nombres 
complexes à partir des nombres réels et les) quaternions à partir des 
nombres complexes.] 

Problème 7. Vérifier que l’espace vectoriel Ca est une *?-algè- 
bre (non associative!) avec unité (1, 0) pour (9). 

Les éléments de l’algèbre Ca s'appellent octaves ou nombres de Cay- 
ley. On identifie (£, 0) aux quaternions Ë, ce qui fait de H une sous- 
algèbre de Ca. Chaque octave (E, n) est égale à E + ne, avec e — 
— (0,1), et les clefs 


(10) i, j, k,e, f — ie, — je, h— ke 
jointes à l'unité 1 forment une base de l’algèbre Ca. 
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Les produits deux à deux des clefs sont schématisés par le dia- 
gramme 


Le produit de deux clefs (10) quelconques est égal au signe près à la 
clef de la même droite (ou de la circonférence), et le signe est fonction 
du sens de la flèche. Par exemple, ek — k et fj =— h. 

Le carré de chaque clef (10) vaut — 1. 

La partie réelle Re E d'un quaternion E est la partie réelle de l'oc- 
tave u — E + ne. La notation correspondante est Re u (ou Sp u). 


L'octave E — ne, notée u, est dite conjuguée de u = E + ne. Il 
vient de suite de la formule (4) de la leçon 7 
(11) uu =££+m=lél"+inl? 


si bien que uu est réel positif et uu — 0 si et seulement si u = 0. 
La racine carrée arithmétique de uu, notée |u | , s'appelle norme (ou 
module) de l’octave u. On note que uu =uu. 

La formule (11) entraîne que u-! = u/ | u |? vérifie pour u #0 
la relation u-!u — uu-! — {. Ainsi, tout élément u non nul de l'algè- 
bre Ca est inversible. 

Poursuivons. On constate aisément qu'on a pour u et v quelcon- 
ques : 

(12) [uvi=lul:-lvl 

(dans l'algèbre Ca la norme est multiplicative). En effet, si u — E + 

+ ne et v — x + ye, alors 

[uviË= lEz —ynl? + Inz + El = L : : 
= (Ëz — yn) (SE — ny) + (nz + YE) (an + y) 


ju? [v|2= (+ nn) (xx + y). 
Siy=À+7y, avec À ER et y’ =—y,ona donc 
Quvpi— lu? 1v12= — (62) (ny) — (yn) (2) + (nz) (Ë) + (WE) (en) = 
= À (— Ezn — n2Ë + n2Ë + Ezn) — (Ezn + nrë) y’ + y'(nrE+ Ern) = 0, 


et 
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car le-quaternion Erzn + nrt est réel, donc permutable avec le qua- 
ternion y’. [J 

La formule (12) entraîne immédiatement que l'algèbre Ca est 
sans diviseurs de zéro (i.e. uv £ 0 pouru 0 et v - Ü). 


* + * 


Quand on identifie Ca à R° défini par la base (10), la norme dans 
Ca devient la norme euclidienne usuelle dans #6, les octaves de nor- 
me { s’identifient aux points de la sphère S? et les octaves imaginai- 
res (orthogonales à 1) de norme 1 aux points de l'équateur S$ de 
S7. Comme la multiplication à droite par l’octave v € S? constitue 
une transformation orthogonale Ca —+ Ca (elle est linéaire sur 2 
et elle conserve les longueurs en vertu de (12)), uv est orthogonale à 
1v = y pour toute octave u € S$. Autrement dit, la multiplication 
Lu: Ca —+ Ca à gauche par u (une autre transformation orthogona- 
le) vérifie pour tout point v € S7 (et, partant, pour tout point v € 
€ Ca) la relation (Zuv, v) — 0, si bien qu’elle constitue une trans- 
formation orthogonale antisymétrique Ca —> Ca. Cette transforma- 
tion envoie le vecteur 1 en le vecteur u et le vecteur u en u* — — 1, 
Aussi induit-elle la transformation (orthogonale antisy métrique elle 
aussi) Zu, de l’espace tangent T,SS (supplémentaire orthogonal de 1 
et deu dans Ca). Ainsi, on a construit sur S$ un champu ++ 1, d'opé- 
rateurs orthogonaux antisymétriques, i.e. une structure presque cont- 
_plexe. L’affirmation À se trouve donc établie. 

On procède de même pour la sphère S° (à condition de remplacer 
les octaves par les quaternions). 


Problème 8. Démontrer que la structure presque complexe ainsi construite 
sur S? coïncide avec celle provenant de l'identification S?=— ©CP1. 


Le problème de savoir si S$ est une variété analytique complexe 
n'est pas résolu. 


+ + * 


La sphère S$ est certainement plongée dans RÀ°. Aussi, l'existen 
ce d’une structure presque complexe sur S$ découle également de la 
proposition générale suivante. 

Proposition 3. Toute variété orientable de dimension 6 plongée dans 
l'espace 8 admet une structure presque complexe. 

‘Avant de passer à la démonstration, on doit examiner plus atten- 
tivement les sous-espaces de l'algèbre Ca. 

On introduit pour tout sous-espace @ bidimensionnel de Ca 
l’ensemble Z (@) de toutes les octaves u € Ca telles que P uc P. 
I1 est clair que Z (®) est un sous-espace vectoriel de Ca. 
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La multiplication R, à droite par u est pour chaque octave 
uE£a, lu|—1, une transformation orthogonale Ca —> €a de 
l'espace euclidien Ca, si bien que quelle que soit u E Ca, ùu 0, 
la multiplication R\ par u est une homothétie de Ca. Par consé- 
quent, si uEZ(P), la restriction de À, à P est une homothétie de 
l'espace euclidien bidimensionnel P. Mais si l'on choisit une base 
de P, ce qui identifie celui-ci à R? — €, on réalise chaque homothé- 
tie P —+ Ÿ comme transformation linéaire zr-+ aeffz. Cela définit 
une application (évidemment linéaire) sur à? 


(13) Z(P)->Cur- ae? 


du vectoriel Z (@) dans le corps €. Comme Ca est sans diviseurs 
de 0, (13) est injective (c'est un monomorphisme). 

Problème 9. Montrer que quelles que soient les octaves u, v € 
€ Ca, u Æ 0, 

1° u (u”!v) = v; 

2° on trouve a et b réels tels que 


v (u-lv) — au + bv. 


| Indication. Fit es D 
= uu uu 
Il en résulte 

(14) u”lv EZ (P) 


pour toutes les octaves u, v € P, u 0. [En effet, si u et y sont li- 
néairement dépendantes, la propriété (14) est évidente, et, dans le cas 
contraire (si bien que u et v engendrent æ), elle est juste si et seule- 
ment si u(u {v)E@P et v (u-!v) € P.] 

Aussi, dim Z (®) = 2, et l'application (13) est donc un isomor- 
phisme. Cela étant, l’espace vectoriel Z (%) a pour générateurs 1 et. 
w = uv, avec u, v une base quelconque de l'espace À. 

Problème 10. Démontrer que 


(15) w?— 2kRew:w + |w |? —0 


pour toute octave w € Ca. (Indication. L'analogue de (15) a liew 
pour les ombres complexes et les quaternions.] 

L'égalité (15) entraîne de suite que le vectoriel Z (P) (de base 1, 
w) est une sous-algèbre de l'algèble Ca. [On note que puisque la multi- 
plication dans Ca est non associative, l'inclusion P (uv) P ne 
découle pas immédiatement de Puc P et de PvE P.] 

Lemme 2. Quelles que soient les octaves u, w E Ca,on a 


(uw)w = u (ww). 
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Démonstration. Soit u — £ + ne et w — r + ye. On à 


uw = (Ër +yn) + ur +yble, 
(uw)w = (Ër — yn)z — y (nz + VE) + 
+ [nz + yE) x + y (Ex — ya)le, 
WW = (2 — yy) + (vr + yr)e, 
u (ww) = Ë (2° — yy) — (yz + yr)n + 
+ In G — yy) + (x + yz) ële. 


Les quaternions yy et r + x étant réels commutent avec tout quater- 
nion, si bien que 
E(22— yy) —(yz + ys) n = Er? —Eyy —(z +) = 
=Er— yyh—yn(r+x)= 
= (Er—yn)z—y(nz +), 
ne? yy) + (ur + y) E= nr — nyy +y(z+r)$= 
=n2—yyn+ y (r +) = 
= (n3 + y) z + y (Er —yn). 

Par conséquent, (uw)w = u (ww). CO 

Problème 11. Déduire du lemme 2 que l'application (13) est un 
isomorphisme d'algèbres. 

Chose à noter, cet isomorphisme dépend du choix de la base u, v 
de P. Il ne l’est d'ailleurs que d'une manière assez faible, car le 
corps ( n'a sur R que l’isomorphisme identique et l'isomorphisme 
de la conjugaison complexe z > z, si bien que deux isomorphismes 
Z (F) + C quelconques ou bien coïncident, ou bien diffèrent par la 
conjugaison complexe. Cela étant, si deux bases de P se déforment 
continüment l’une dans l'autre (déterminent une même orientation 
de ), on est certes dans le premier cas. Par conséquent, quel que soit 
le sous-espace orienté P bidimensionnel de Ca, l'algèbre Z (®) est 
canoniquement (sans qu'on admette un arbitraire quelconque) isomorphe 
au corps C. 

Un calcul direct montre que le produit scalaire associé à la norme 

| u | est défini dans Ca par la formule 


(x, u) = Re (xu). 
(On note que la base (10) est orthonormée relativement à ce produit.) 


Aussi, on définit tout sous-espace Q de dimension 6 de C a par les 
équations linéaires de la forme 


Re (xu) = 0, 
avec u parcourant le sous-espace bidimensionnel Qt. 
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Problème 12. Démontrer que 
Re ((wx)u) — Re (w (xu)) 


pour n'importe quelles octaves w, x, u de Ca. 

D'où le résultat suivant : si x € Q et wE Z (Q'), alors wx € Q, 
et Le sous-espace Q est donc un vectoriel sur le corps Z (@). Comme le 
supplémentaire orthogonal Q! de Q orienté est orienté de façon natu- 
relle (on suppose que Ca est munie d'une orientation par rapport 
à laquelle la base (10) est positive) et Z (Q!) peut donc être iden- 
tifié au corps C, cela prouve que chaque sous-espace orienté de dimen- 
sion 6 QCCa admet une structure complexe naturelle. 

On est en mesure d'aborder la 

Démonstration de la proposition 3. On estime (sans 
qu'aucune perte de généralité ne s'ensuive) que ./’ est une sous-va- 
riété orientée de Ca, si bien que chaque espace tangent T7’, 
p E À, est supposé être un sous-espace orienté de cette algèbre. Se- 
lon le résultat que nous venons d'établir, chaque espace admet une 
structure complexe naturelle, ce qui donne la proposition 3 vu que 
ces structures dépendent différentiablement (c'est évident) de p. 


&t + + 


Un ensemble 4 muni de la multiplication 
(16) GX 93—+$ 


s'appelle quasi-groupe si les équations ax — b et ra — b possèdent, 
pour a, b € ‘3 quelconques, une solution unique, i.e. si les transla- 
tions 

L,z = ax, R,x = za, x € :$, 


constituent pour tout a € ‘# des bijections ‘# —+ ‘;. Si. est un espa- 
ce topologique (resp. variété différentiable), si la multiplication (16) 
est continue (resp. différentiable) et que chaque application L,, 
R,;:8 —+ 4, a € 4, soit un homéomorphisme (resp. difféomorphis- 
me), on dit que $# est un quasi-groupe topologique (resp. quasi-groupe 
différentiable ou encore quasi-groupe de Lie). 

. On choisit et on fixe un élément e de et on désigne par a”, pour 
chaque a € $, un élément de & tel que Le = a (i.e. tel que Rea” = 
— a). Si $ est un quasi-groupe différentiable, on définit la différen- 
tielle (dZ,-)}, en e de l'application Z,., qui est une application li- 
néaire non dégénérée 

T,9— T,%. 


Aussi, l’image par (dZ..), de chaque base (choisie une fois pour toutes) 
de l'espace T,'9 est une base de T,%. On définit par là pour tout. 
point a € $ une base de T,$, qui dépend différentiablement de a, 


5 3ax. 590 
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i.e. on construit une trivialisation du fibré 1:4. Cela prouve que 
chaque guasi-groupe différentiable est une variété parallélisable. 

Citons à titre de quasi-groupes différentiables les sphères 51 
S* et S’ (elles le sont pour la multiplication des nombres complexes, 
des quaternions et des nombres de Cayley respectivement ; cela étant 
les quasi-groupes S! et S° sont évidemment des groupes). Aussi 
les sphères 5”, S° et S' sont parallélisables (on le sait d’ailleurs: 
voir plus haut). 

Voyons si la multiplication sur S!, S°, S’ est prolongeable aux 
sphères de dimension diffirente. 


k + *# 


Une algèbre .4 sur un corps K est une algèbre à division si ax — 
— b admet une solution unique pour tout a et tout b de .4*, où 
AÆ* —= ANX{0},i.e. si l'ensemble £#* est un quasi-groupe pour la 
multiplication dans #*. 

Problème 13. Démontrer que si l’algèbre # est de dimension fi- 
nie, alors ax = b, a, b € Æ*, possède une solution unique si et seule- 
ment s’il en est ainsi pour za = b. [Indication. Les deux conditions 
imposées à # équivalent à faire de .# une algèbre sans diviseurs de 


zéro, i.e. ab Æ 0 pour a 0 et b = 0.) 
Deux algèbres 4, et #, sont dites isotopes s’il existe des applica- 


tions linéaires bijectives À, B, C: 4, — 4, telles que 
C (xzy) = Azx-By 


pour tout z et tout y de #1. 
Il est clair que toute algèbre isotope à une algèbre à division est 


. une algèbre à division. 
Problème 14. Démontrer que toute nn GO à division Æ est isotope à une 


algèbre à division avec unité. [Indication. Choisir e € Æ# non nul quelconque et 
considérer À et B comme zr->ezetzr-> xe.] 


Soit Æ une R-algèbre à division de dimension finie, et soit 
n + À sa dimension. On munit # d’une métrique euclidienne quel- 
conque et on désigne par S” l’ensemble de tous les éléments de nor- 
me { de # et par ® l'application #* — S" donnée par 


pÜa)=- rs a € A*, 


| a | étant la norme de a. Si a, b ES", alors ab € #*, ce qui défi- 
nit l'élément (ab) € S”. On munit S" d'une multiplication + telle 
que 
a * b — (u) (ab) 
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pour @, b € S” quelconques. Quels que soient a, b ES", on trouve 
par hypothèse un élément y de .4* tel que ay = b. Soit x = œ (y), 
auquel cas 


1 b 
aT=Q0 = —< ay = TzI ? 


donc @ (ax) = b, i.e. a « x — b. Pareillement, on démontre que quels 
que soient a, b ES”, il existe un élément x ES" tel que x #« a = b. 
La sphère S" est par conséquent un quasi-groupe pour #, si bien 
qu'elle est parallélisable. 

Ainsi, la multiplication sur les sphères S', S°, S’ admet en ef- 
fet une généralisation qui, sans aboutir à d'autres sphères paralléli- 
sables, montre en vertu de B (non démontrée pour l'instant) que 
les algèbres à division sur R ne peuvent être que de dimension 1, 2, 4 
et 8. [Les algèbres à division de cette dimension existent réellement. 
Témoin les algèbres R, C, Het Ca. Elles ne sont certes pas les seu- 
les. Il suffit de citer les algèbres isotopes à R, C, H et Ca.] 

Il serait intéressant de démontrer la non-existence des R-algèbres 
à division de dimension nr 1, 2, 4, 8 par des moyens purement algé- 
briques (lorsque seules sont utilisées les propriétés topologiques sim- 
ples de R). De nombreux mathématiciens qui se sont penchés des 
années durant sur ce problème n'ont réussi à le faire qu’au prix de 
certaines conditions supplémentaires imposées à # (sous l'hypothèse, 
par exemple, de # une algèbre à exponentiation associative). 

Nous reverrons ces questions dans la leçon 24. 
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Géométries de Klein. — Fibrés de type (Ÿ, #7). — Comparaison 
entre les ($, #')-fibrés et les fibrés & [#']. — Réduction des (9, æ). 
fibrés. — Réduction des fibrés principaux. — Revêtement à deux 
feuillets d'une variété non orientable. 


Dans cette leçon, nous définirons la notion de réduction pour les 
fibrés localement triviaux quelconques munis d’un groupe structu- 
ral. Il serait bon de déterminer ces fibrés sans utiliser cette fois-ci 
. fibrés principaux. Ainsi, la leçon 1 nous est pour le moment inu- 
tile. 

IL faut d'abord généraliser la notion de «-espace vectoriel. 

Supposons que le groupe «5 opère à gauche sur l'ensemble F. 

Définition {. Un ensemble Z' s'appelle espace de type ($, 7) 
si l’on se donne un ensemble Coor Z de bijections 

D: L'—F, 
tel que 

a) si p € Coor ’, alors L,ep € Coor 2 pour tout a € :5; 

b) si p et q appartiennent à Coor .?’, il existe un élément a de :5 
ayant la propriété q = L, ° p. 

Si le groupe opère effectivement sur f, i.e. si L, = id (voir 
leçon 1) seulement quand a = e, l'élément a est unique. 

Les espaces de type (:#, 7) s'appellent également (#, f)-espa- 
ces. Lorsqu'un ensemble © est un (9, F)-espace, on dit qu'on a dé- 
fini sur lui une (4, #}-structure ou qu'il porte la (8, .F)-géométrie. 

Exemple 1. Pour tout espace vectoriel 7°, les isomorphismes li- 
néaires 7° — K" sont en correspondance bijective canonique avec les 
bases dans 7”, si bien que les -espaces vectoriels sont exactement 
les espaces de type (#, “<") pour tout sous-groupe # € GL (n; K). 

En particulier, les espaces de type (GL (n; <), <") sont des espa- 
ces vectoriels de dimension nr sur 

Exemple 2. Si Aff (27; K) est le groupe de toutes les transforma- 
tions affines (linéaires non homogènes) de K”, alors les (Aff (nr; K), 
K")-espaces sont de même précisément les espaces affines de dimen- 
sion 7 sur K". 

Exemple 3. Les espaces de type (Proj (7; K), KP”) avec 
Proj (n; K) le groupe de toutes les transformations projectives KP" + 

— KP", sont des espaces projectifs de dimension 7 sur K”. 

Nous avons examiné ces trois exemples dans 1.26. Dans chaque 

cas, les applications de Coor 2? sont exactement les isomorphismes de 
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coordonnées, ce qui nous autorise à leur donner ce nom dans le cas gé- 
néral d’un (9, #)-espace Z' arbitraire. 

Exemple 4. L'espace & est un espace de type (4, #) si l’on assi- 
mile à Coor $ l’ensemble de toutes les applications # — F de la 
forme L,, a€ SG. | 

Soiont Z et Y deux espaces de type (#, .7). Une bijection 


1: Ty 


s'appelle ($, F)-isomorphisme (ou isomorphisme tout court) si on 
l'insère dans le diagramme commutatif 


Î 


(1) plz, La 

FF, 

où p € Coor Z', q E Coor Y et a E &. Si le ÿ-espace F est effectif, 
l'élément a est défini de façon unique pour p et q donnés. 

Problème 1. Montrer que les isomorphismes de coordonnées p 
et q du diagramme (1) peuvent être quelconques: si, pour f donnée, 
l'élément a € $ existe pour p et q choisis d'une certaine manière, 
il existe (tout en étant différent) pour tout autre choix de ces iso- 
morphisme:. 

Les isomorphismes d'un ($, f)-espace Z sur lui-même sont ses 
automorphismes qui forment le groupe Aut ©. Lorsque # agit effec- 
tivement sur 7, le groupe Aut Z’ est isomorphe à #. 

Remarque 1. L'idée de caractériser une géométrie par le groupe 
de ses automorphismes appartient à Klein (qui l'avait énoncée dans le 
Programme d'Erlangen). Aussi, on donne des fois aux (%, #)-géo- 
métries le nom de géométries de Klein. 

Si .# est un espace topologique (une variété différentiable) et & 
un groupe topologique (différentiable) qui opère continûment (dif- 
férentiablement) sur .7, on munit chaque (#, F)-espace © d’une 
topologie (d’une structure différentiable) par un isomorphisme de 
coordonnées p:Z —> $ quelconque. (La définition est manifeste- 
ment intrinsèque, i.e. elle ne dépend pas de p choisi.) 

C'est justement de cette façon que nous avons conféré la structure 
nn aux espaces affines et vectoriels réels (voir leçon 
[II.11). 


Revenons aux fibrés. 

Soit $ un groupe topologique qui agit continûment sur un espa- 
ce topologique #. 

Définition 2. (Cf. définition 3 de la leçon 7.) Un fibré E = (€, 
x, #) est un fibré de tyie (S, F) si 
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a) la fibre F, = n°7! (b) au-dessus de tout point b € Z estun es. 
pace de type (9, F); 

b) il existe un recouvrement ouvert {U,} de l'espace Z et des 
homéomorphismes fibre à fibre 


sé Pœ 5 
UeX F — &u,=* Ur 


NN A 
Vo 
tels que l'application 


(2) Pardi F + Fr Tr Pa (b1),, EF, 


soit pour tout b E U, un (#, f)-isomorphisme (i.e., ce qui revient 
au même, si l'application réciproque pc! s:#+—> F est un isomor- 
phisme de Coor f }). 

Les fibrés de type (Ÿ, 7) s'appellent encore (%, .7)-fibrés. 

Un homéomorphisme , est une trivialisation d'un ($, #)-fibre 
E au-dessus de U,. On donne parfois le nom de trivialisation au cou- 
ple (Ua, Pa): 

Les ensembles U, constituent des voisinages trivialisants, et la 
famille {(Uz, Pa)} de couples mentionnés (U4, pa) est un atlas tri- 
vialisant d'un (G, F)-ibré E£. 

Un cas particulier des (, f')-fibrés est fourni par les S-fibrés 
vectoriels qui interviennent lorsque 7 = K" et gcc GL{(n; K). 

D'autres cas particuliers (inconnus pour le moment) sont les 
fibrés affines et projectifs. S'agissant des fibrés affines, on a F = K”, 
9 = Aff (n; K),et, dans le cas projectif, # — KP”, = Proj(n; K). 


Problème 2. Démontrer que pour tout ($, #}-fibré, la projectionn: 8 —+ æ 
est une application ouverte. 
Soient E = (8, x, #) et E' = (6',n’, #) deux (3, #)-fibrés 
sur l'espace Z. 
Définition 3. Un homéomorphisme fibre à fibre 
f:8—+6 
sur & s'appelle (£, F)-isomorphisme si, pour tout point bE?, 
l'application induite 
b: Fr Fr 
de fibres est un (4, F)-isomorphisme de (%, F)-espaces. 


Remarque 2. On se borne aux isomorphismes (contrairement 
au cas des fibrés vectoriels; voir définition 2 de la leçon 6) parce 
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qu'on ne possède pas pour le moment la notion générale d'un mor- 
phisme des (&, #)-espaces. 


Problème 3. Donner une définition (aussi générale que possible) des mor- 
phismes de fibrés affines et projectifs. 


Si les trivialisations (U,, p.) et (U», po) de l'atlas trivialisant 
d'un (5, f)-fibré E — (8, x, #) sont telles que VU, N Us Æ D, 
on définit pour tout point b € U, NA Up un (9, F)-automorphisme 

PBaœ (0) = PB: b° Pad: F —+ F 
de l’espace 7. Si le groupe & agit effectivement sur F, cet automor- 
phisme admet une représentation unique, savoir L,, a € . On iden- 
tifie a et Pa (b) et on assimile par là même ps4 (b) à un élément du 
groupe $. Etant donné cette convention, la formule 


PBa : 0 + Ba (b), bEUN U8, 
définit une application 
Pha: Ua N Us —+ 3. 


Quels que soient l’espace topologique U et l'application continue 
q:U —+ 4, l'application 


QUX FF 


définie par 
p(b,z)=p(b)z, bEU, zE.F. 


est manifestement continue (c'est le produit de composition de l'ap- 
plication continue 


pXiId'UxXF +9 XF, (b,z) ++ (p (b), x), 


et de l'action #4 X F + F). 

Définition 4. On dit que l’action du groupe % sur l’espace F et 
le -espace F lui-même sont topologiquement effectifs si l'applica- 
tion de la forme @ :U —> $ est continue si et seulement si l'application 
QUXF —+.F l'est. 

Problème 4. Démontrer que toute action topologiquement effective 
est continue et effective. 

Exemple 5. Selon le lemme 1 de la leçon 6, l’action du groupe 
GL (7; <) sur K" est topologiquement effective. 

Problème 5. Montrer que l’action des groupes Aff (7; *) et 
Proj (7; X)sur <” et KP” respectivement est topologiquement effec- 
tive. 


Lorsque U = U, AN Us et p = Ppa, l'application p n'est autre 
que le composé pr ° (p5'ep,) de l’homéomorphisme g'op,: U x 
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X Ff + U X F et de la projection U X F —+ F, d'où sa continui. 
té. Par conséquent, l'application a, est continue si :ÿ opère sur g 
de façon topologiquement effective. 

Problème 6. Montrer que 

19 Les applications @s« constituent le cocycle @ du recouvrement 
trivialisant U — {U} sur le groupe $ (voir définition 3 de la leçon 6). 

2° La classe de cohomologie [@]l € H1 (M; :$) de ce cocycle ne dépend 
pas du choix des trivialisations @4. 

3° La formule E > [gl établit une correspondance biunivoque entre 
l'ensemble de classes des ($, %)-fibrés isomorphes sur # admettant le 
recouvrement  trivialisant donné Ù et l'ensemble HT(U;:6). (Cf. 
théorème 1 de la leçon 6.) 

On note qu'en connaissant le cocycle @ — {ps}, on peut construi- 
re un (#, #)-fibré £ même pour les $-espaces # non effectifs. Mais 
dans ce cas, les cocycles non cohomologues peuvent donner nais- 
sance à des fibrés isomorphes (et tout (3, F)-fibré n'est certes pas 
défini par un cocycle). 


+ + + 


Si l'on compare le problème 6 avec la remarque 2 de la lecon 6 
et qu'on s'adresse à l’exemple 3 de ladite leçon, on peut affirmer que 
les ($, F)-fibrés coïncident en fait avec les fibrés de type & [F], 
avec un #-fibré principal localement trivial quelconque (et qu'ils 
décrivent donc immédiatement les fibrés de type & [F1] localement 
triviaux sans utiliser les fibrés principaux). 

Voyons ce problème de plus près (cf. exemple 3 de la leçon 6). 

I] va de soi qu’on suppose connus les résultats de la leçon 1. 

Soit E—(8, x,#) un S-fibré principal quelconque, et soit 
E— EF], où F est pour l’instant un $-espace à gauche arbitraire. 
On sait (voir formule (12) de la leçon 1) que pour tout point pE€& 
la formule 

Îp (x) = [p, zlés z € F; 


définit l'homéomorphisme jÿ,: $ — f, de f sur la fibre #, du 
fibré £ au-dessus du point b — x (p) (orbite p# du point p). Soit q 
un 2 point de l'orbite b. Si p — qa, a € $, on a pour tout point 
zCF: 


(ja ° jp) (c)= ja (Ps 2]= jq (4, az] = ax, 


i.e. jaojp — La. Autrement dit, l'ensemble de toutes les applica- 
tions de la forme j5' satisfait aux conditions a) et b) de la définition 1. 
Si l’on considère cet ensemble comme Coor #;, on munit donc F3 
d’une (3, #)-<tructure. 

On suppose le fibré principal & localement trivial,i.e. un recouvre- 
ment ouvert {{/,} de # est tel qu’il existe pour tout « un homéo- 
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morphisme équivariant 
Pa: Ua X 8 —+ &u, = ni, 
de %-espaces principaux. Soit l'application 
Pa : ULX F—+ Ëv, . naU, 
donnée par 
Pa (D, x) = qu (b, e), le, bEU,, zEF, 


où e est toujours l'unité du groupe «4. On voit de suite qu'il s’agit 
d'un homéomorphisme fibre à fibre (l'homéomorphisme réciproque 
est défini par 

[p, zlg ++ (b, ax), pEG, 2zEF, 


avec b = x (p) et a = + (q, (b, e), p) un élément de & tel que 
Pa (Ÿ, e) a = p). Ce faisant, l'application q. ,:z > pa (b, x) de F 
dans F, n'est autre pour tout point b € U, que l'application j,, 
p = Pa (b, e), i.e. c'est un isomorphisme de (&, F)-espaces. 

Ainsi, on vient de prouver que quel que soit le $-fibré principal 
localement trivial à, le fibré E — & [F1] est de type (9, F). 

La réciproque n'est vraie que si l’on suppose que l’action du 
groupe 4 sur # est topologiquement effective. 

Soit E=(6, x, #) un (S, F)-fibré quelconque. 


Soient 
ë = LJ Coor f} 
bER 
un ensemble, 
1.6 — # 


une application définie par 
x (p) =D si pECoor F4, 
et {U,} un recouvrement trivialisant du fibré &. 

Etant donné une trivialisation @:U, X <*°' —+ &u, de E au- 
dessus de U, et un point bE U, quelconque, l'application 
Pa,b:.F7r->.7 est par hypothèse un élément de Coor .#,. Aussi, on 
pose 

Pa (D, a)=Li'opan bEU,, a€3, 
et on obtient une application (évidemment bijective et fibre à fibre) 
Pa : Ua X 9 + Eu, = LU CoorFs. 
bEU,, 


On munit &y, d'une topologie sous l'hypothèse de qg, homéomor- 
phe (i.e. on dit que l'ensemble OC &u, est ouvert si et seulement 
si pr O est ouvert dans U, X SG). 
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Lemme 1. On suppose que l'ensemble Z est la réunion d'ensembles 
TL munis chacun d'une topologie T,. Si, pour tout a et tout f, l'in- 
tersection Le est ouverte dans T, (et, partant, dans TZ’, en 
raison de symétrie) et si les topologies induites sur Z, MN 8 par les 
topologies 7, et Tp s'identifient, il existe sur Z une seule topologie Y 
par rapport à laquelle tous les ensembles , sont ouverts, et la topolo- 
gie 3 induit sur chacun d'eux la topologie 7... 

Démonstration. Unicité. Si T existe, l'ensemble OC > 
est ouvert dans © si et seulement si l’intersection O f 2’, est ouver- 
te dans 2”, pour tout &. Par conséquent, la topologie 3 est unique. 

Existence. Nous qualifierons OC 2 d'ouvert si, pour tout a, 
l'intersection O NZ, est ouverte dans 2,. On conçoit que tous 
ces ensembles constituent la topologie 5 dans 2. Par suite de la 
condition imposée à Ja, si 0 € %Ÿ,, une condition nécessaire et suffi- 
sante pour que © soit ouvert dans Z est que cet ensemble le soit 
dans %,. Par conséquent, 2’, est ouvert dans {”, et la topologie + 
induit sur 2’, la topologie F,. O 

[On note l'intérêt de ce lemme qui permet en fait d'intro- 
duire une topologie dans une variété différentiable 2 (voir leçon 
III. 7) avec recours aux voisinages de coordonnées VU, au lieu des 
sous-espaces Z’,.] 

Si l'on veut appliquer le lemme 1 à l'ensemble 2 = & et aux 
espaces topologiques 2, —&u,, il faut démontrer que, pour tout & 
et tout B, l'intersection &u, f &u, est ouverte dans &y, et que la 
topologie induite sur elle par les topologies des espaces &v, ot &u, 


est la même. Puisque 
EUa N Éug = EU, nu, 
et que qx (Eu, av) = (U, NA Us) X $&, la première affirmation 


résulte de la propriété de VU, f U, d’être ouverte dans U,. Quant 
à la deuxième, elle équivaut à dire que l'application 


P£' o Pa : (Ua N U'5) X G—- (U, n U';) X G 
est continue (c'est donc un homéomorphisme en raison de symétrie). 
Comme 
Pa O, a)= Lao qu, » = La’ o Po (D)! o pp, » = Lo, @&) a ° Ph, b 
pour n'importe quels éléments b E U, NU, a E Ÿ, cette applica- 
tion est définie par 
(ps . Pa) (b, a) 7 (b, Pa (b) a), b € U, N Up, a € G, 


d'où sa continuité (n'oublions pas que le S-espace 7 est supposé 
topologiquement effectif). Aussi, les conditions du lemme se trouvent 
remplies pour l'ensemble & et les sous-espaces &y,, si bien qu'il 
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existe dans & une topologie unique par rapport à laquelle tous 
les espaces &u, sont des sous-espaces ouverts. 

Vu que chaque ®, est un homéomorphisme fibre à fibre pour cette 
topologie, l'application x est continue et ouverte (sur chaque EU 
donc sur & tout entier). 

L'action à droite de & sur & est donnée par la formule 


pa = L'op, peé, a € G 


(on rappelle que p € Coor 7, pour un b € , si bien que le produit 
de composition L;' + p est défini et appartient à Coor f+). Puisque 
les applications q, sont évidemment équivariantes par rapport 
à cette action (et par rapport à l'opération standard de & sur U, X 8), 
celle-ci est continue et libre, et la translation correspondante 
est continue (sur chaque &v,, donc sur & tout entier). Ainsi, 


= (6, x, #) 


est un S-fibré principal. 
Problème 7. Montrer que la formule 


[p, ze p'(x), peë, zEF, 


définit bien l’isomorphisme E[#]—> Ë du fibré associé E [#1] = 
AS FH; @) sur £: 


Ainsi, si un g-espace F est topologiquement effectif, les (3, F)- 
fibrés sont (à isomorphisme près) les fibrés localement triviaux de fibre F 
et de groupe structural G. 


*k + + 


… ve comment les (9, F)-fibrés se réduisent à un sous-groupe 
e 

Un sous-groupe £ muni d’une topologie induite est un groupe 
topologique qui opère continôment sur un S-espace 7 (si bien que 
chaque $-espace F est automatiquement un é£-espace). On voit de 
plus que si l’action de & sur F est effective (resp. topologiquement 
effective), il en est de même pour 4. 

On transforme chaque (S£, F)-espace % de façon unique en un 
(9, F)-espace ayant le même nombre de points. A cet effet, on 
assimile toutes les applications L,ogq, q ECoor Y, a € 8, à des 
isomorphismes de coordonnées. (On souligne que # est supposé dès 
le début être un S-espace.) Chaque (SZ, #)-isomorphisme de 
(2, F)-espaces est évidemment un (S, F)-isomorphisme de (Z, F)- 
espaces correspondants. Si l’on transforme de cette façon toutes les 
fibres d’un ($£, F)-fibré en des (&, F)-espaces, on obtient donc un 
(&, F)-fibré (admettant les mêmes trivialisations (U,, q.)). 


tt dd .! 


Dans ce sens, chaque (5%, F)-fibré est un (&, F)-fibré. 

Inversement, on transforme chaque (&, )-espace © en un 
(S£, F )-espace L' x ayant le même nombre de points si l'on choisit 
un isomorphisme de coordonnées p, € Coor Z quelconque et si l'on 
se borne aux isomorphismes de la forme L,op,, où 2 € &. Mais 
la transformation n'est pas unique. Elle dépend du choix de p,, et 
les ($, F)-isomorphismes ne sont pas nécessairement des (-#, F)- 
isomorphismes. 

Problème 8. Montrer que deux isomorphismes p,, p, € Coor ./: 

conduisent à un même (5, F)-espace ZA si et seulement si l'élé- 
ne a € $ de la relation p, = Zu © p, appartient au sous-grou- 
pe .. 
(Ainsi, les différentes ({£, F)-structures sur Z’ obtenues à partir 
d'une même (£, F)-structure sont en correspondance biunivoque 
avec les points de l’espace S/5£ des classes à gauche de % suivant 
le sous-groupe “<£.] 

Si l’on veut transformer un (&, F)-fibré donné &E = (€, x, 3) 
en un (#, F)-fibré, on doit définir une ($£, F)-structure sur toutes 
les fibres F », b € #, à la fois de façon que toutes les applications (2) 
soient des (£, F)-isomorphismes pour au moins un atlas trivialisant 
{(Uus Pa)} de E. Cela ne se fait pas toujours. Témoin les fibrés 
vectoriels. 

Définition 5. Nous dirons qu'un (%, .#)-fibré se réduit à un sous- 
groupe € (ou à un ($£, F)-fibré n) s'il existe un (£, F)-fibré n qui 
se transforme en un fibré E lorsqu'on définit sur ses fibres une 
(&, F)-structure. Nous dirons que le fibré n est une #-réduction 
de & et que E est une £-extension du fibré n. 

On souligne qu'une $-extension existe nécessairement (lorsque 
est muni de la structure de £$-espace) et qu'elle est définie de façon 
unique, tandis que dans le second cas l'existence n'est pas garantie, 
et une #-réduction, quand elle existe, n'est pas unique en général. 

On note de plus que les espaces totaux, les bases et les projections 
des fibrés E et n coïncident, i.e. E et n ne diffèrent que par les (£, .F )- 
structures. 

On constate sans peine (voir proposition { de la leçon 7) que 
si un 8-espace F est topologiquement effectif, alors un ($, F)-fibré E 
se réduit au sous-groupe <£ si et seulement s'il existe un atlas trivialisant 
{(Us Pa)} tel que le cocycle de recollement associé {pp} prenne ses 
valeurs dans €. En effet, si une é£-réduction n existe, tout atlas 
trivialisant du fibré n jouit de cette propriété. Inversement, si 
{Us ®e)} existe, le (Æ, F)-fibré n, déduit du cocycle {pg, } con- 
sidéré comme cocycle sur le groupe €, est une “#-réduction du 
fibré £. Q] 
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On peut maintenant passer aux fibrés principaux associés Ë, 1. 

Définition 6. On dit qu'un £-fibré principal localement tri- 
vial & se réduit à un sous-groupe S£ s'il existe un atlas trivialisant 
{(Uar Pa)} tel que le cocycle de recollement associé {p45,} soit 
à valeurs dans “#. Dans ce cas, le cocycle {og } définit un #£-fibré 
principal localement trivial n appelé “#-réduction du fibré E. 

Comme les cocycles de recollement de à et n s'identifient, on 
‘a le résultat suivant: si un G-espace 3 est topologiquement effectif, 
alors le (S,.F)-fibré n =nl7 l'est une 5-réduction du ($, F)-fibré 
t — E(7]si et seulement si le &-fibré principal n est une S£-réduction 
du ÿ-fibré principal E. 

On se borne donc aux réductions des fibrés principaux. 

Remarque 3. On tient à signaler que les espaces totaux des fibrés & 
et n sont différents (pour 5€ = $) contrairement au cas des (£, 7 )- 
fibrés. En effet, on a & = & [£#] (voir exemple 6 de la leçon 1), si 
bien que l'espace total #& de ë coïncide avec celui du fibré n [$] (‘4 
étant considéré comme <£-espace à gauche), et il diffère manifeste- 
ment de #1 (espace total de n = n (#1). 

Par définition, &5 — g$151 = &n151 est l’espace quotient 
de E = 1 (U, X ),et8n = 8 A1 celui de H = LI (U, X 58), 

œ a 


sous-espace de Æ. Comme ces passages au quotient coïncident évi- 
demment sur A, l'inclusion HG E induit l'application fibre 
à fibre | 


(3) LE gb 


qui est 

a) un homéomorphisme sur son image; 

b) équivariante relativement à l’action du groupe <#£, i.e. Z jouit 
de la propriété: 


4 (qh) = X(q)A 


pour tout point q E 6" et tout élément h E. 

Nous dirons que l'application (3) réduit le fibré & au fibré n. 
[On note que généralement (3) dépend du choix du cocycle de recol- 
lement {2 }. 

On voit de suite que l'existence de (3) est une condition non 
seulement nécessaire, mais aussi suffisante pour que à se réduise 
à n, i.e. le S£-fibré principal n est une $£-réduction du :$-fibré principal 
& si et seulement s'il existe au moins une application de réduction (3). 
En effet, on vérifie aisément (le démontrer!) que pour toute appli- 
cation (3) la formule 


CE alz — 7 (q)a, géén, a€S, 
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définit bien un S-isomorphisme n [#]—- £. Aussi, on choisit pour 
et n [4] les cocycles de recollement identiques. D'où le résultat cher. 
ché car tout cocycle de recollement de n 18 ] prend évidemment ses 
valeurs dans le groupe &. DO 

11 est maintenant loisible de définir une 4Z-réduction pour tout 
S-fibré principal (non nécessairement localement trivial). 

Définition 7. Un &£-fibré principal n est une Æ£-réduction d'un 
on principal Ë s'il existe au moins une application de réduc- 
tion (3). 

Les résultats obtenus impliquent que s'agissant des fibrés princi- 
paux localement triviaux, cette définition est équivalente à la 
définition précédente. [N'oublions cependant pas qu'un &-fibré 
principal localement trivial qui n’admet pas de ##-réduction locale- 
ment triviale, peut en posséder d'autres, celles-ci n'étant pas locale- 
ment triviales.] 


Problème 9. Montrer que pour tout 5€-fibré principal n (localement trivial 
ou non), il existe un $-fibré principal & tel que n en soit une ‘-réduction, qui est 
localement trivial si le fibré n l'est. [Indication. Assimiler l'espace total £% de 
& à l’espace total #81 X & du fibré n [£] (£ étant naturellement un Æ-espace 


à gauche); définir l'action du groupe $ sur $ par la formule 
[q, 8) 0 = [q, ga) q € 81, g,a€s, 


qui est licite (on le constate aisément), et l'application (3) par 
x (4) = [q, 0 PPT q € &", 


avec e l'unité de $.] 

Problème 10. Démontrer qu'un $-fibré principal & est réduit au sous-groupe 
unité {e} si et seulement s'il est trivial. [ Indication. Lorsque € — {e}, l'applica- 
tion (3) est une section de Ë.] 

Puisque $£ opère sur 8 = 6% , on définit l'espace quotient &/5%. 
Ce faisant, comme chaque é£-orbite p$f£ est contenue dans la &-orbi- 
te p# unique, la correspondance p#£ + p9 définit une applica- 
tion n: #&/$#-># d'où le fibré 


A = (81, n, 8). 


D'autre part, le greupe & opère de manière naturelle continue 
à gauche sur S/é£ (par la formule 


a (888) = (ag) 68, 
avec a, g € 9). Cela définit le fibré 
ë [9/8] = (8 , (3188), x, ). 
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Problème 11. Montrer que les fibrés SC et E (S/5C] sont canoniquement 
isomorphes. ({ndication. L'isomorphisme €/% —+ € < ($/9€) est donné par 


pi > [p, Cu PPS 
et l'isomorphisme réciproque # : (S/S€e) —+ 6/9 par 


(p, gt] & ++ (pe), 
où P € 6; £ € 6.] , 
Si 2 = {e}, on a l'affirmation de l'exemple 6, leçon 1. 


Problème 12 (problème 9 généralisé). Montrer qu'un %-fibré principal E 
est réduit au sous-groupe S si et seulement si le fibré E/J5C = E [S/SE] admet une 
section. 

[/ndication. Pour toute application de réduction (3), la formule 


f(P)=7T(P, x(a)#, PES = 6, 


avec q un point de €" tel que x (q) = x (p) (x étant toujours une translation), 
définit bien l'application f: 6 —+ $/5€ qui vérifie la relation (14) de la le-- 
çon 1. Inversement, pour toute f ainsi définie, le sous-espace €" de &, formé 
de points p € @ tels que f (p) = &, constitue un &-espace principal, et l'in- 
jection €1—+%#° est une réduction.] 


(Cf. phrase entre crochets du problème 8.) 
Problème 13. On suppose que le $-fibré principal & et le &-fibré principal 
($, n, $/&€) (voir exemple 2 de la leçon 1) sont localement triviaux. Montrer 


que si, avec l'hypothèse faite, le fibré 6/3 possède une section, il existe pour 
une é-réduction n, S£-fibré principal localement trivial. 

Problème 14. Démontrer que si n est une réduction de &, alors quel que soit 
le $-espace à gauche F, les fibrés n [F]et & [7] sont isomorphes en tant que fibrés: 
sans groupe structural (il existe l'homéomorphisme fibre à fibre 


PENXF ES XF 
ge $ 


qui n'est pas lié en général avec les actions des groupes $ et ). [/Zndication.. 
L'application œ est définie par la formule 


pla, zu) = [x (a), le, 4E8% :2€F, 


avec eppsatis de réduction (3). x est évidemment continue, bijective et. 
s'effectue fibre à fibre. On n'a donc à prouver que la continuité de l'application 
réciproque. Il suffit de trouver pour tout voisinage W d'un point [qo, zol 


quelconque de $ X # un voisinage U d'un point po = % (do) de #% et un. 


de 
voisinage V d'un point zx, de # tels que [p, z]Q€ o(W) pour tout pE U et 


tout x € V. Soient W; un voisinage de q, € 6 et W, un voisinage de z,€ 
tels que[q, 2] € W quels que soient q € W, et z € W,. Assimiler V à un voi- 
sinage de z, pour lequel le groupe $ contient un voisinage symétrique O (071 — 
— 0) de l'unité tel que OV, & W,. Assimiler à son tour U à un voisinage de Ps. 
ayant Îla propriété suivante: ni (U)= at (W,) et T(UxXU)N 6*)c 0, 
avec t la translation pour E.] 
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On note l'intérêt particulier du cas où & est un fibré des repè- 
res T4 associé au fibré tangent T4 sur une variété différentiable 
séparée paracompacte ©, et 3 — GL (n; X), $ = GL+*(n; 2) 
(ou, ce qui revient au même, & = O (n), # — SO (n)). Dans ce cas, 
1'espace quotient 4/4 est le groupe C, d'ordre 2, et le 5#£-fibré 
principal (8, x, Sl&£) est trivial (donc localement trivial). Par 
conséquent, les affirmations des problèmes 12 et 13 font que (e 
fibréx x (et, partant, tx) est réductible au groupe SO (n) (la variété & 
est orientable) si et seulement si le fibré t3/S0 (n) = +x1C,] admet 
une section. 

Problème 15. Démontrer directement la dernière affirmation. (Ce pro- 
bilème est destiné à ceux qui ont passé outre aux cas 12 et 13. 

Le fibré +4: {C:] représente (où le constate facilement) un C,- 
fibré principal. Aussi possède-t-il une section sous la condition 
nécessaire et suffisante d'être trivial. 

On suppose Z’ connexe. 


Problème 16. Montrer qu'un C;,-fibré sur .V connexe est non trivial si et 
seulement si son espace total est connexe (il s'agit donc d'un revêtement). 


Ainsi, on a construit pour toute variété connexe non orientable ? 
un revêtement à deux feuillets t3: [C,] = (4, x, Z’) parfaitement 
déterminé. 

Problème 17. Montrer que l'espace total © du revêtement LES [Cl est une 
variété orientable. 

Finalement, on a la 

Proposition {. Pour toute variété connexe non orientable ©, ilexiste 
une variété orientable Z' qui est un revêtement à deux feuillets de ©. 


Problème 18. Démontrer que le revêtement (À, KA, À) est unique à un iso- 
morphisme près. 


La variété Z (orientable ou non) admet certes de nombreux 
revêtements à deux feuillets. Si Z est orientable, ils le sont égale- 
ment (pourquoi?), et un seul d'eux est orientable dans le cas con- 


traire. 


Problème 19. Démontrer la dernière affirmation. 
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Image réciproque d'un fibré vectoriel. — Fibrés vectoriels différen- 
tiables. — Champs de sous-espaces horizontaux. — Connexions et 
leurs formes. — Image réciproque d'une connexion. — Connexions 
sur un fibré complexe & et sur son décomplexifié &R.— Diagonalisa- 


tion d'une connexion. 


Revenons aux fibrés vectoriels (sur un corps commutatif K qui 
est R ou C). 

On rappelle (voir définition 2 de la leçon 6) qu'un morphisme 
p:n—>£6 d'un fibré vectoriel n dans un fibré vectoriel £ est une 
application continue fibre à fibre €" —+ €* linéaire sur chaque 
fibre. Chaque morphisme œ:n —+ & induit l'application continue 


œ : #1—+ PS de la dernière ligne du diagramme commutatif 


an  gë 


a" | Lnë 


A 


CAE L 
et, pour tout point b € 3", l'application linéaire 


Ps : Fb 7 À cb) 


$ 

de la fibre 7% de n sur la fibre 7 5) de Ë. 

Les morphismes q : n —+ & pour lesquels toutes les applications q,, 
b E #1, sont des isomorphismes, jouent un rôle particulièrement 
important. On ne leur connaît malheureusement pas de nom réussi 
universellement admis. Aussi, nous les appellerons (faute de mieux) 
morphismes réguliers. 

Conformément au problème 4 de la leçon 6, les isomorphismes de 
fibrés vectoriels sur # sont exactement les morphismes réguliers et, 
en même temps, des morphismes sur &. 


Les applications @ : #°—+ #5 induites par les morphismes régu- 
liers ne sont assujetties en général à aucune condition. 

Proposition 1. Pour tout fibré vectoriel & = (€, x. #) et toute 
application continue f : B'—#, il existe un fibré vectoriel E = 


> 


= (6°, x’, #°) sur PF” et un morphisme régulier ® : £" — E qui induit 
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l'application jf: 
(1) SE LL 


Le fibré E’ est défini de façon unique à un isomorphisme près. 

Démonstration. Soit “”’ un sous-espace de € X Z' 
formé de points (p, b'), pE €, b’ E 8°, tels que x (p) = f (b'}), et 
soit x° (p, b’) = b”, @ (p, b’) = p. 1lest clair que n° et q sont conti- 
nues et qu'il y a commutativité du diagramme ({) (ce qui signifie 
que @ est un morphisme du fibré E’ = (€”, n°, 9’) dans Île fibré 
E = (6, x, #), qui induit f). 

Quel que soit le point b’ € #’, la fibre (n°)! (b°) =.74 de 
E" au-dessus de b” est composée de tous les points (p, b”) (p étant un 
point quelconque de la fibre #7, — x7-1(b) de E au-dessus de b, b — 
—= f (b’)) et l'application ge: : Fr: + F,est une bijection définie par 
(p, b°) —+ p. On munit #5: par gs: d'une structure d'espace vectoriel 
obtenue à partir de celle de .7;, ce qui transforme les fibres f;: en 
des espaces vectoriels et les applications 4 en des isomorphismes, 
si bien que le morphisme œ devient un morphisme régulier. 

Problème 1. Démontrer que 

19 Pour tout atlas trivialisant {(U,, @.)} du fibré E, les couples 
(Us, qu), où Un = fU où (6", x) = (ou (f (b'), x), x), b' E Ur, 
x € <”", constituent un atlas trivialisant du fibré E. 

2° Le cocycle de recollement 


{pre : Ua N Us GL (n; 2)} 
de l'atlas {(U%, @a)} est lié au cocycle de recollement 
(Pre © Ua N Us GL (n; *)} 
de l'atlas {(Ux; a) } par l'égalité 
(2) Pla = Pha ° / 
(qui doit avoir lieu pour tout «& et tout B; plus précisément, les 
cocycles sont liés par pa = Pix © ffas AVeC fs la restriction 
à U, N U5 de f considérée comme application dans U, N U;). 
Par suite de 1°, le fibré E’ est localement trivial. C'est donc un 


fibré vectoriel. 
Si D: n—+ E est un morphisme arbitraire de fibrés vectoriels 


qui induit f, la formule 
4 (Q) = (nm (g), p(g)), g EE", 


définit évidemment le morphisme Z : n—+- E” sur 4” tel que ÿ = @ ° 
et, partant, régulier (i.e. il s'agit d’un isomorphisme) lorsque le 
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morphisme 1 l’est. Par conséquent, le fibré &” est unique à un isomor- 
phisme près. [ 

Définition {. Le fibré £’ ainsi construit est l’image réciproque 
du fibré £ par l’application f. Il est noté /*E, et le symbole f! désigne 
le morphisme œ:E—+ E. 

[Le résultat obtenu aidant, on dit que pour tout morphisme 
d:n—- E de fibrés vectoriels induisant f, il existe un seul morphisme 
X:n—-f*E sur @”, qui vérifie 

p=/fo7. 
Cela signifie en termes de catégories que le diagramme commutatif (1) 
est un carré cocartésien. On dit également que le fibré f*E est le 


coamalgame du diagramme ®”’ pee. (Certains auteurs parti- 
cularisent /*E par un terme qui est une traduction littérale du « pro- 
duit fibré » des Français (et du terme correspondant des ouvrages en 
anglais où on ne le rencontre d’ailleurs plus). Peu heureux même 
quand il s'agit des fibrés, ce terme ne convient absolument pas pour 
les catégories arbitraires.)] 

Problème 2. Démontrer que pour n'importe quelles applications g: 8° — 8 


et fj: 8° —+ PB, le fibré (fc g)* E est canoniquement isomorphe au fibré g* (f*E) 
(si bien qu'on peut les identifier). 


* + + 


Soit # une variété différentiable de dimension m. 

Définition 2. Un fibré vectoriel E = (€, x, &) de rang n sur # 
est dite différentiable si l’on trouve un atlas trivialisant {(U,, m.))} 
tel que le cocycle matriciel associé soit formé d'applications diffé- 
rentiables 


Pa: Va NUp— GLi(n; K)}, K =R,C ou H. 

Remarque 1. On prouve que tout fibré vectoriel sur une variété 
différentiable séparée paracompacte est isomorphe à un fibré diffé- 
rentiable. 

Comme tout recouvrement ouvert plus fin que {U,} de # est 
un recouvrement trivialisant (par rapport aux restrictions corres- 
pondantes des trivialisations @,) tel que les fonctions de transition 
soient ou des fonctions constantes (identiquement égales à l'unité 
du groupe GL (7; K)) ou des restrictions des fonctions de transi- 
tion Pa, On suppose sans restreindre la généralité que le recouvrement 
{U, } de la définition 2 est composé de voisinages de coordonnées de &. 
11 y a plus. Ces voisinages sont supposés, si besoin est, connexes 


(par arcs), voire difféomorphes à la boule B”. 

Selon la formule (2), le fibré induit f*E est différentiable s'il en 
est ainsi pour tout fibré vectoriel E = (€, x, #) et toute application 
1: B'—+ P. 

Lorsque l'espace € est une variété différentiable, on dit qu'une 
trivialisation @,: Ua X K°—+ 6 vu, du fibré vectoriel & = (8, x, #) 


€o® 
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sur un ensemble ouvert VU, € #, est différentiable si elle est un 
difféomorphisme de la variété différentiable U, X ?" sur la variété 
différentiable &u, = n""U, (où K” est considéré pour K=€C 
ou K = H comme une variété réelle de dimension 2r on 4n respecti- 
vement). 

Proposition 2. Pour tout K-fibré vectoriel différentiable E — 

= (€, 1, #) de rang n sur la variété différentiable 3 de dimension m, 
l'e espace £ est muni (évidemment de façon unique) d'une structure de 
variété différentiable (m + dn)-dimensionnelle, d = dimeK, par 


rapport à laquelle toutes les trivialisations 
Pa : U, X K'—+ EU 


de l'atlas trivialisant de la définition 2 sont différentiables. 

Inversement, si, pour le fibré vectoriel E = (6, x, ®), l'espace & 
constitue une variété différentiable U et s'il existe un atlas trivialisant 
{(Us, Pa)} tel que toutes les trivialisations @, soient différentiables, 
alors le fibré & l'est également. 

Ainsi, les deux politiques pour définir un fibré vectoriel dif- 
férentiable aboutissent au même résultat. 

Le lemme ci-dessous est la clé qui permet de prouver la proposi- 
tion 2 (cf. lemme 1 de la leçon 6). 

Lemme 1. L'application 


op: U—+ GL (n; K) 


d'une variété différentiable U dans le groupe GL(n; K) est différen- 
tiable si et seulement s'il en est de même pour l'application 


QD:U x K—+ K" 


définie par la formule 
D (b, x) = p(b)x, bEU, x EEK. 


Démonstration. Le caractère local dela différentiabilité 
fait qu'il suffit de démontrer le lemme pour ÜU un voisinage de 
coordonnées, i.e. pour ÜU un ensemble ouvert de l’espace R”. Or, 
dire que l'application q est différentiable, c'est dire que les éléments 
pi (b) de la matrice @ (b), b EU, sont des fonctions différentiables 
des composantes b!, , b" du vecteur b, et la propriété d'être diffé- 
rentiable de l'application D signifie que ce sont les composantes 
pi (b)z' du vecteur (b) x qui constituent des fonctions différen- 
tiables des coordonnées b!, : b", xl, ..., z" des vecteurs b € U 
et x E K". Il ne nous reste qu’ à signaler l'équivalence évidente de 
ces deux conditions. [ 

Quand U = U, N Ug et ® = Pa: les applications ® et 
(3) PB' 9 Pa ©: (Ua N Us) X + (0, N Us) x K° 
sont liées par la formule - 
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(ps' F Pa) (b, x) —_— (b, D (b, x)), bE U, n U';, x € K?, 


si bien qu'elles sont différentiables, ou non différentiables, en même 
temps. Par conséquent, le fibré vectoriel & = (6, x, #) est diffé- 
rentiable si et seulement s’il existe pour E un atlas trivialisant {(U,, p,)} 
tel que toutes les applications (3) soient différentiables (et constituent 
donc des difféomorphismes). 

Démonstration de la proposition 2. La 
deuxième affirmation découle de suite de la dernière phrase en itali- 
que. On passe à la première affirmation, et on note une fois de plus 
que chaque voisinage trivialisant U, peut être supposé être, suns 
nuire à la généralité de l'exposé, un voisinage de coordonnées. 

Soit h;,: U,— 2" l'application correspondante, et soit 


La = (ha X id) 0 Pa! : Eu, —+ À X K7 = R7%7, 
l'application définie par 
Ba(p)=(x a), PEBy, xER", a € K° = Ré, 

avec x —h, (b), (b, a) = p, (p), et d = dimeK (ie. d —1 si 
K =R, et d = 2 si < —C). On conçoit que g, est un homéomor- 
phisme de l’ensemble ouvert “uw sur l'ouvert k, (U,) X R** de 
l'espace R7*{", i.e. autrement dit, le couple (£w,, ga) est une 
carte de € compatible avec la topologie de &. 

Comme Fu NEus = Eu nus on a év,Név, SD si et seule- 
ment si VU, NU, + ©, auquel cas 

(gne ga')(x, a) = (hp Hz!) x, Pha () 8) 

pour tout point (x, a)EkA (VU, NUS) XR'= ga (Eu NEUg) où b— 
= ho (x). 

A SORT cette formule s'écrit comme égalités 
(4) ai = ra(x}i ai, =" (x), à, i = 1, ...,n, 


où aïet x* sont les composantes des vecteurs a et x (aî sont réelles 
pour K = R et complexes si K = C, et z* sont toujours réelles): 

a et z*° sont les composantes des vecteurs y (b) a et 
(ge ka) x; 

Pa (x)i sont les fonctions qui représentent par les coordonnées 
locales les éléments ppa (db); de la matrice q# (b) € GL (n; <): 

z*'(x) sont les fonctions représentant en coordonnées le difféo- 
morphismeh; © ha. 

Cela prouve la différentiabilité des applications ggog;' (qui 
sont donc des difféomorphismes), i.e. la compatibilité des cartes 
(Eu, £a) et (Eu, : gp). 

Comme les ouverts &y recouvrent l'espace &, les cartes (&u,, 
£a) constituent un atlas qui définit dans &@ une structure différen- 
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tiable compatible avec la topologie. Dans la carte (& U,t 8a) Chaque 
point p E&u, a les coordonnées locales 


(5) (PESTE NS PP ES “AS 


avec a”, ..., a" lescomposantes du vecteur a = p,(ph,et x!,...,2" 
les coordonnées dans (U,, k,) du point b = n(p). Les nombres (5) sont 
également les coordonnées sur U,, x X", et l'application y, envoie 
chaque point de U,, X K” dans un point de mêmes coordonnées de Eu, 
(c'est une application par égalité des coordonnées). @, est donc un 
difféomorphisme. Ainsi, la proposition 2 est démontrée. 

Le fibré tangent Ta = (TS, x, #) (voir exemple 2 de la le- 


çon 6) est un exemple d’un fibré vectoriel différentiable (pour K = R). 

Dans la suite, nous supposerons toujours que l'espace € du fibré 
6 — (€, x, #) est muni de la structure décrite de variété diffé- 
rentiable, et nous n'aurons affaire qu'aux trivialisations q,: U, X 
X K° —+ &uy, différentiables (sans l'expliciter dans certains ces). 

Tous les morphismes n — E entrefibrés vectoriels différentiables 
seront supposés différentiables, i.e. ce seront des applications 
EN —+ 66 différentiables. 

Problème 3. Démontrer que 

19 Pour tout morphisme différentiable qœ: n -> £ de fibrés vectoriels diffé- 
rentiables, l'application induite P: BA —+ B$ est différentiable. 

29 Pour toute application différentiable f: 8° + 8 et tout fibré vectoriel 
différentiable—(£, x, 8), le morphismef : f*È + E est un morphisme différentiable. 


Remarque 2. On démontre que sur une variété séparée paracompac- 
te, les fibrés vectoriels différentiables isomorphes le sont différentia- 
dblement (cf. remarque 1). 

On note que les symboles x!,...,x" désignent non seulement 
une partie des coordonnées locales (5) dans (8 u,,, £a), mais aussi les 
coordonnées locales dans (U,,, h,) de la variété #. Avec cette con- 
vention (qui ne conduit à aucune équivoque si l’on fait attention), 
la projection x s'écrit en coordonnées locales 


(6) 2 = 2, k—1,...,m, 


ce qui prouve que 

a) la projection x : 6—> @ d'un fibré vectoriel différentiable & 
constitue une application différentiable qui estune submersion en chaque 
point pE &; 

b) toutes Les fibres F, = n7}(b), b € #, de & sont des sous- 
variétés différentiables de dimension dn de 6 ; _ 

c) pour tout point p E fs, le sous-espace tangent T,F, de Fr 
coïncide avec le noyau Ker (dx), de la surjection linéaire 


(dx)p: Tp#—+ T9, bd = x (p). 
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Plus généralement, soit & = (@, x, #) un fibré quelconque (au 
sens de la définition 1 de la leçon 1), où 6 et # sont des variétés de 
dimension m + dn et m respectivement et x : 6 + % est une sub- 
mersion. Nous dirons que E est différentiable. 

Il est clair que les affirmations b), c) sont justes pour tout Ë diffé- 
rentiable. 

En termes de suites exactes (voir leçon 4), l'affirmation c) signifie 
que, pour tout point p € F2, on a la suite exacte 

du), (x), 
(7) 0—T,F,r —— TE ——+ T,8 — 0, 


avec 1, l'injection F5 —+ 8. 

On a à signaler que s'agissant de & vectoriel, le terme T,7, de (7) 
(on l'appelle d'ordinaire Sous-espace verticel de l'espace vectoriel T,6) 
s'identifie de façon naturelle à l’espace vectoriel F}. 


$ + + 


Si l'on associe à chaque point p d'une variété & de dimension 
m + n un sous-espace m-dimensionnel H, de T,6, on définit ainsi 
sur & un champ H de sous-espaces de dimension m. 

Problème 4. Soit V un ouvert de la variété &. Montrer que 
pour H ainsi défini il y a équivalence des conditions suivantes : 

1° il existe sur V des formes différentielles linéaires différentiables 


6!, 0" telles que le sous-espace H, soit pour tout point p € V 
l'annulateur des covecteurs Oise 05e 
(8) H, = Ann (6,, ..., 6;); 


2° il existe sur V des champs vectoriels différentiables X4,..., X( 
tels que le é à H} soit engendré pour tout p € V par les vecteurs 
Nos. sg AN 
(9) H} =(X9,..., Xm]. 

Un champ 
(10) H:prH}y, pEé, 


est différentiable si la variété € possède un recouvrement ouvert 
{V,}) tel que le champ Æ vérifie au-dessus de chacun de ses éléments 
les conditions a) et (ou) b). 

Si € est l’espace total d'un fibré (non nécessairement vectoriel) 
différentiable £ (si bien qu'on définit en chaque point pE & un 
sous-espace vertical T,F,, b = x (p))et qu'on ait pour tout p € & 


(11) T6 — Th (au H} 


(H, est le supplémentaire de T,F},), le champ (10) s'appelle champ 
de sous-espaces horizontaux. 
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Puisque Ker (dx), = T,F:,, l'application linéaire dx, est sur 
chaque À, un isomorphisme. 

Le choix des sous-espaces horizontaux #, comporte (soulignons 
ce fait) un arbitraire sensible, i.e. il existe sur € beaucoup de champs 
(10) (même différentiables) soumis à la condition (11), tandis 
que les sous-espaces verticaux T,F, sont définis de façon unique. 

Si l'on se donne un champ }X de sous-espaces horizontaux, chaque 
champ vectoriel X sur € admet une représentation unique 


(12) X = XV + Xu, 


avec ÀV'et X! des champs sur & tels que, quel que soit pE €, le 
vecteur XŸ soit vertical et XA, horizontal. 

Problème 5. Démontrer que 

19 Un champ H de sous-espaces horizontaux est différentiable si et 
seulement s'il en est de même des XV et XH pour tout champ vectoriel 
différentiable X sur &€. 

2° Si H est différentiable, une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'ilen soit ainsi pour X est la propriété d'être différentiable des 
champs XV et XH. 

Nous définirons de règle les champs de sous-espaces horizontaux 
par des formules (8), et nous assimilerons V à des ensembles ouverts 
de la forme &y, U © #. Nous dirons par abus de langage que ce 
champ est l’annulateur des formes 6, ..., 0" sur U: 


H = Ann (61, ..., 0") sur U. 

Par définition, le sous-espace H, est donc formé pour tout p € êu 
de vecteurs À € T,A tels que 
(13) 6 (4) =0 pour tout i —1....,n. 
Une condition nécessaire et suffisante pour que ce H soit un champ 
de sous-espaces horizontaux est l'indépendance linéaire des restric- 
tions des covecteurs 64,..., 07% au sous-espace vertical T,f:, 
b — n(p}), p € Eu quelconque. Autrement dit, on exige qu'un vec- 
teur vertical À € T,f, ne satisfasse à (13) que si 4 = 0. 

Les formes 6!,...,0"et 01 ...,0" définissent de plus un même 
champ H sur U, i.e. elles vérifient en tout point pEêu 

Ann (8, ..., 67) — Ann (0, ..., 0) 


si et seulement s'il y a équivalence linéaire entre 6j, ..., 065 et 


6! ..., 07, i.e. si l'on trouve des fonctions 
cl:p+ci(p}s PEEu 
où à, j = 1, ..., n, telles que 


Bi — ci0i sur &y. 
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Soit maintenant £ = (€, x, #) un fibré vectoriel différentiable, et 
soit donné et fixé un atlas trivialisant {(U,, @.)} formé de trivialisa- 
tions différentiables, tel que tous les voisinages trivialisants U, 
soient des voisinages de coordonnées dans Z. 

Compte tenu des résultats ci-dessus, les trivialisations q,: U, X 


X*" + €u, et les applications de coordonnées h, : U, > x" 
définissent sur £u, les coordonnées locales (5), donc les champs de 
vecteurs et de covecteurs correspondants 


(J () 9 0 


es re 


dat * °°° Qan ‘ rl * °°‘ Oz" ? 


dd ses dd", dE, 2: 07: 


Ce faisant, la formule (4) entraîne de suite pour chaque point p € 
€ Eu, 


day) (5er) =0: i=d, ...,n, 


any) (5) =()e E=tm, 


; ô É) 

où b—=3xt(p). Par conséquent, les vecteurs (7) ie mr), 
constituent une base du sous-espace vertical Ker (dx), =T,#2, si 
bien que les covecteurs da}, ..., da» (ou, plus précisément, leurs 
FASO à T)#+) forment une base du dual T;F;. 

i 
(14) 8f—fida/+gidr" sur êv,, 
avec i,j —1,..., net k — 1, ...,m, les restrictions des covec- 
tours 69 à T,F» sont donc linéairement indépendantes pour tout 
point p Eu, si et seulement si la matrice || {ill est non dégé- 
nérée sur EU, - 

Proposition 3. Pour tout champ H de sous-espaces horizontaux, il 
existe sur le voisinage de coordonnées &y, des formes 


( | 
(15) Bi — dat + ei dr, i=1,...,n, k—=1,...,m, 
avec el des fonctions sur &y,, telles que 


(æ) (@) * 
H = Ann (6, PR o") sur U,.. 


Ces conditions caractérisent les formes (15) de façon unique. 
Démonstration. Existence. Supposons que X est l’annu- 
latour des formes (14) sur Ev,, auquel cas la matrice || fi || d'élé- 


ments les fonctions f; est (on le sait) non dégénérée en chaque point 
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p E&u,. Soit || fi | l'inverse de || fill. Les formes 65 définis- 
sent le même champ X et s'écrivent sous forme (15). 


Unicité. Il suffit de dire que 0 — AY ont la forme (15) si et seu- 
lement si c} — 6j. O) 

Un champ }X de sous-espaces horizontaux est évidemment diffé- 
rentiable si et seulement si les formes (15), i.e. les fonctions ei, sont 
différentiables dans Ev, quel que soit U,. 


+ + + 


On note l'importance particulière des champs différentiables H 
pour lesquels les coefficients ei des formes (15) sont des fonctions li- 
néaires de al, ..., a”, i.e. 


ER —= rs ja? , 


œ 
Té; étant des fonctions différentiables de z!, ..., x" (autrement 
dit, ce sont des fonctions différentiables sur le voisinage de coor- 
données U,,). 

Définition 3. Un champ différentiable 


H:pH,, pE&, 


de sous-espaces horizontaux est une connexion sur un fibré vectoriel 
différentiable E si, pour tout voisinage trivialisant U,, les formes 
(15) définissant A s’écrivent 


(œ) . . (a), . 
0= daï+ Thai dz*, i, j—1, ...,n; k=—1, ...,m, 


(œ) . 
avec 1}; des fonctions différentiables sur U,. 


(æœ) 
Les fonctions Th; sont les coefficients de la connexion H dans 
U,.. {L'ordre des indices inférieurs k et j n’est pas établi, et certains 


auteurs écrivent jk et non kjl]. 
Il y a intérêt à introduire les formes différentielles linéaires 


(a), (a). 
wi=Ti;dz* sur U 


qui définissent univoquement la connexion À sur U, (et que À 
définit de façon unique). On les appelle formes de connexion H sur 
U,. On les écrit sous forme matricielle commode 


(a) (a). ._… 
o=||@;f, à, j=1, ...,n. 
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(œ). 
Si l’on considère naturellement © ; comme formes sur &y,, on a 


(æ) . (a): . 
(16) 8— daï+ oja? sur &uy,. 
On leur donne des fois le nom de formes de connexion H sur EU 


(æ) (a) 

[Ainsi, les formes oj et 6° définissent les unes les autres. Les pre- 
mières présentent l'avantage d'être définies sur les ouverts de la va- 
riété ©.] 

Dans la suite, nous allégerons les formules en omettant (x), et 
nous écrirons @! tout court. Lorsqu'on aura à considérer VU, et 


l’3 à la fois, on remplacera (B) par l'accent (ainsi, on écrira of, 


(B) 
au lieu de @j), ce qui concorde avec les notations ci-dessus (voir 
p.ex. les formules (4)) des coordonnées locales dans &u.. 


On désignera par qi (x) = qi (x, ..., x") (ou par pf) les élé- 
ments de la matrice ppa (db), b E U, N Us, considérés comme fonc- 
tions des coordonnées locales z!, ..., x" de la carte (U,,h,), 


et la notation pi, (x) = pi, (z', . .., x”) (ou œf.) sera celle des élé- 
ments de la matrice inverse pa (b)7}? = qeg (b), bEU, NU 
considérés comme fonctions des coordonnées locales xzi°, ...,zx 
de (U8, kg). 

Proposition 4. Soient li; n°m fonctions différentiables définies 
pour chaque « sur le voisinage U,. Ces fonctions sont les coefficients 
d'une connexion H si et seulement si l'on a sur l'intersection U, QU; 
pour tout « et tout B 


8 
ni 


{’ co : OZR Li i dq}, 
(17) Dry = p; Pi a Las + pi K | 


Démonstration. Sur &v, N£u,, les coordonnées loca- 
les ai, r” et aï’, x*° sont liées par les relations de la forme 


a'= qi, (x) a’, À, i= 1, ses À, 


22 (x), k=1Â, ..., m 


(cf. formules (4); cette fois-ci, nous avons exprimé les coordonnées 
sur &v, par celles sur 8U,)- Aussi, 


aq", 

dat — CE al”dz*"+qi,daiÿ, oi, i’=1, ...,n, 
e À 
UE dus C . Lt 

dr} — ° dzr””, k, k =1{, ... mm. 
9x* 
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Toute forme sur &u, telle que 

8 = daï + li ;ai dz* 
est donc représentée sur EU, Nn EU, par les différentielles daï’ et 
dr” conformément à la formule 


és r i e Or 2}. ., k’ 
0! = p{, da‘ + (rie ART ax E dz*. 
D'où | 
NS , ., . Ô k i $ 
(18) pi6= dai + pi CE la + 


d;. ., ‘ 
vs E dz}'. 
0x 


Les fonctions li, définissent univoquement sur 6u, les formes 


8, donc une connexion H,. Les fonctions l'a définissent de même 
sur 6v, une connexion À;, et les connexions F7, donnent par recol- 
lement une connexion À définie sur € tout entier si et seulement si 
l'on a pour tout & et tout B 
(19) H,=H,; sur VUNUs. 
Comme les formes (18) et 8’ définissent sur VU, N VU, la même con- 
nexion H,, l'égalité (19) est remplie si et seulement si (18) coïnci- 
dent sur VU, N U, avec 

80 = dat + Thai dz#’, 


formes qui donnent #;,. La proposition 4 est évidemment démon- 
trée. 0 
Ozh 


Puisque PS dx} — dr? et 
formule (17): 
(17) oi = pj'qioi+ pi def. 
En notation matricielle, 
(17°) wo = pop + pd, 
i.e. on a (avec les notations primitives) 


. (B) _ (a) = 
(177) D = Ppa%Ppa + Fha ÀPpa - 


Ce sont justement les relations (17°) ou (17”) qu'on a à retenir. 


dr? — dp}; on simplifie la 


+ + + 


Soit p: & —+& un morphisme différentiable d'un K-fibré 
vectoriel E’ = (&’,x’,#8') dans un K-fibré vectoriel E = (6, 
1, #). On a pour tout point b’ € #° le diagramme commutatif des 
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applications différentiables 
Fp + E — 8" 


g8’ | o | 1 | 
Fr +6 +8, b=f(), 


avec f = ® l'application 3° —+ # induite par @. Par conséquent, 
on a pour tout point p’ € #5: le diagramme commutatif 


OT, FF, — T,6 —+ T8" —+ 0 
Gopp | (de), | (ns | 
OT + Tpé + T8 —0, p=çp(p), 


d'espaces vectoriels et d'applications linéaires entre ces espaces. 
Les deux lignes constituent des suites exactes (on a à gauche des mo- 
nomorphismes, à droite des épimorphismes, et l'image de chaque ap- 
plication à gauche coïncide avec le noyau de l'application à droite). 

Soit H une connexion donnée sur E. 

Problème 6. Démontrer que 

1° Pour tout point p' € &’, l'espace Th 8” contient un sous-espace 
H,, et un seul tel que | 


T}' é’ — Th F b @ H,, 


et que (dy), applique isomorphiquement sur le sous-espace H,€ T,6. 

20 Les sous-espaces H;, forment sur €” une connexion H”. 

3° Quel que soit le voisinage trivialisant UC @, les formes de con- 
nezion H° sur f UC @' sont les formes f* o$, &ÿ étant les formes de 
connexion H sur U. 

La connexion H° sur le fibré E” s'appelle image réciproque de H 
par le morphisme œ@:E" —+ Ë, ce qui se note q*}7. Si E = ffE et 
o = f!, la connexion o*}X est désignée par f*H, et on dit que c'est 
l'image réciproque de H par l'application f: 8" — &. 

Problème 7. Démontrer que pour n'importe quelles applications diffé- 


rentiables g: 8° —+—.:8 et f:1.#’ + 8, la connexion (fcg)* H sur le fibré 
(> g)* E = g* (Â*E) (voir problème 2) coïncide avec la connexion g* (f*H). 


*k + * 


La notion d'image réciproque d'une connexion s'avère utile lors- 
qu'on a à Caractériser, par exemple, les connexions sur Ep  (dé- 
complexifié d'un fibré vectoriel complexe &) qui s'obtiennent à par- 
tir de celles sur E. | 

Soit E un fibré vectoriel complexe, et soit ER son décomplexifié. 
(On note que E est, par définition, différentiable si et seulement s’il 
en est ainsi pour &c.) 
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Il est clair que toute connexion X sur Ë l’est sur ER. Le problème 
consiste donc à caractériser les connexions sur £a qui sont dans ce 


sens des connexions sur E. 
Soit, sur £r, l'opérateur structure complexe 


T': Er —+ ER 
(voir leçon 6). Comme il est un automorphisme de ££& sur #, ou dé- 
finit pour toute 77 sur Ëg une connexion 7*}H (une autre connexion 
sur Ëp). D'autre part, l'opérateur Z est manifestement une applica- 
tion différentiable, si bien qu'on définit pour tout point pE 6 sa 
différentielle 
(d7)»! T8 —+ T6 


qui, sur le sous-espace vertical 


ë ‘ PR 
TP = (Tr sr = (For b=x(p), Fr = FE, 

est l'opérateur 7, : (75)R — (Fr)r structure complexe sur (F,)r. 

Problème 8. Démontrer que Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes pour une connexion H sur Ep : 

19 H est une connexion sur E. 

29 On a l'égalité 

I*H = H. 
30 Pour tout point p C6, 
H, = (d1),H,. 

Problème 9. Soient w la matrice des formes de connexion Æ sur le fibré È 
(sur un voisinage trivialisant UC #8), et w) la matrice des formes de conne- 
xion Æ sur £Q. Exprimer les formes w et & l'une en fonction de l'autre. 


Indication. © est une matrice carrée d'ordre nr à éléments les formes différentiel- 
es linéaires à coefficients complexes, et &R est une matrice carrée d'ordre 2n 


à éléments les formes à coefficients réels.] 


$ + * 


Nous aurons besoin plus loin (leçon 22) du cas particulier de cons- 
truction d'une image réciproque que voici. 

Soit donnée pour tout s€R une connexion }H, sur le fibré E. 
Les coefficients 14; de A, sont, sur chaque voisinage de coordonnées 
trivialisant UC ®#, des fonctions de s et des coordonnées locales 
x = (xl, ...,z1"), i.e. des fonctions du point (s,x) ER x R" — 
—= R"#, Si, pour tout voisinage U, Ti; sont des fonctions différen- 
tiables de (s, x), la famille {4,,s ER} de connexions }, est dite 
différentiable. 

Problème 10. Soit EX1={6 XI, n X id, # X 1}. Mon- 
trer que 
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1° Le fibré E X I est un fibré vectoriel de rang n isomorphe au jibré 
(pr)*E, pr éfant la projection 


BXI1—+, (b,s)r 0. 
20 Toute famille différentiable {H,} de connexions sur E définit 


canoniquement une connexion (notée toujours {H,}) sur E X I. 
39 On a pour tout SL € I 


in, (E X 1) =E et is, {H,} = H,,, 


avec i,: 8 —>% X I l'injection bi (b, 5). 

Quelle que soit la connexion À sur E, pr*# est une connexion 
{4,}, où H, = H pour tous les s€R. 

On note que les connexions {F,} ne sont pas les seules connexions 
sur E X I. 


Problème 11. Montrer que la connexion Ann (0!, ..., 0") sur E X 1 
s'écrit {#,} si et seulement si les formes 6!, ..., 0" ne dépendent pas de ds. 


Soient {HI } une famille différentiable de connexions sur le fi- 


bré E X Z, et A l'application #3 X 1— # X I X I définie par la. 
formule 


AGb,t)={(,t,t), be, tel. 
Si l'on considère {47} comme connexion sur £ X 1 X I, on cons- 
truit la connexion A* {H! } sur E X I. On la note {H1 }= et on 
l'appelle diagonalisation de {H! }. 
Problème 12. Démontrer que pour tout {€ 1 
re à gssT 
(18) it (H},=1=itHi. 
[Zndication. Cf. affirmation 3° du problème 10.] 
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Ceurbes horizontales. — Dérivées covariantes des sections. — Dériva- 
tion covariante le long d'une courbe. — Connexions en tant que dé- 
rivations covariantes. — Applications linéaires des modules des sec- 
tions. — Connexions sur les fibrés munis d'une métrique. 


Soit E — (é,n, #) un fibré vectoriel différentiable à conne- 
xion À. 

Définition {. Une courbe différentiable v : ?! + 6 sur une variété 
&,où Zest un segment de l'axe 2 (on suppose par exemple, pour 
fixer les idées, que Z = 1), est horizontale si son vecteur tangent 


v (t) appartient pour tout ?{ € 1 au sous-espace H, (4. [Le point au- 
dessus des lettres symbolise ici (et dans la suite) une dérivation par 
rapport à t.] 

En coordonnées locales 


(1) a,...,a",z,...,2" 
de la carte (&u,, £a) (voir leçon 10), chaque courbe v est définie 
(à condition que v (t) € &u, pour tout t € I) par les équations para- 
métriques de la forme 
(2) ai=ai,(t, = (t), 1<i<n, 1<k<m, 
avec ai (t) et x” (t) des fonctions différentiables sur /. Son vecteur 
tangent v (ft) a pour composantes 

at (t),..., a" (t), st (8), ..., æ" (t), 


et la condition v (t) EH, (ie. on a 6i,, (v (t) = 0,1<i< n, 


avec 67, ..., 0" les formes de connexion A sur €u,) qui rend v 
horizontale, s'écrit 
(3) ai(+Ti,(x(t)r(tai(t)=0, i=1,...,n, 


où xt) = (xt (t), ..., x" (t)). 
Ainsi, une courbe v définie paramétriquement par (2) est horizontale 
si et seulement si les relations (3) sont des identités par rapport à t. 
Conformément à la définition générale 3 de la leçon 4, la courbe 
u — jou sur la variété ®# est la projection de v, et la courbe v sur la 
variété & est un relèvement de u. 11 y a des fois avantage à assimiler 
u à un champ de vecteurs sur w qui associe à chaque point u (t) de 
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u le vecteur v (t) de l’espace vectoriel F ,(n, i.e. à considérer en 
bref la courbe v comme champ de E-vecteurs sur u. Une courbe hori- 
zontale v regardée comme champ sur u s'appelle champ de vecteurs 
parallèles sur u (relativement à la connexion A). 


En coordonnées locales z!, ..., x" sur U,, les équations para- 
métriques de u s'écrivent 
(4) M =2 (1), 1<4k<m, 


si bien que le passage analytique à la courbe w consiste à supprimer 
les n premières équations (2), et, inversement, le passage au relève- 
ment v exige qu'on adjoigne à m équations (4) n équations supplé- 
mentaires 


(5) ai=at(t), 1<i<n, 


où aï (t),1< i< n, sont des fonctions différentiables (quelconques 
en général) sur Z à valeurs dans K. Si la courbe vest considérée com- 
me Champ de E-vecteurs sur u, les fonctions aï'(t) sont les composan- 
tes de celui-ci (dans le système donné de coordonnées locales). 

Si l'on adopte ce point de vue, les relations (3) constituent, pour 
la courbe donnée u définie par (4), un système d'équations différen- 


tielles linéaires (à coefficients li; (x (t))z* (t) variables en général) 
pour les fonctions (5). Si l'on détermine pour un point t, € I le point 
Po E 8 qui se projette en b, = u (t,), i.e. qui appartient à la fibre 
Fr du fibré E, et si l’on suppose que u (t) E VU, pour tout t€ J, 
on obtient donc (par suite du théorème d'existence et d’unicité pour 
les équations différentielles linéaires) une seule courbe horizontale 
v : I + 6 qui se projette en uw, telle que v (t,) = p, (et v(t)€ 
€ &u, pour tout {€ 1). 

Mais si la condition « u (t) E U, pour tout t € I » n’est pas rem- 
plie, on partage J en des segments en nombre fini sur chacun desquels 
elle a lieu (pour un & propre), si bien qu'il existe un relèvement hori- 
zontal. Toutes ces courbes forment une courbe (évidemment diffé- 
rentiable) v, relèvement de u (tel que v (t,) = po). Sous l'hypothèse 
de & une variété séparée, il y a unicité qu'on établit facilement. 
(Cf. leçon 111.17, théorème d'’unicité des courbes intégrales maxima- 
les d'un champ de vecteurs.) : 
| Comme la variété & est séparée si et seulement si # l'est, on a 

a 

Proposition 1. Soit & une variété séparée. Pour toute courbe 
différentiable u : I — @, tout point t) ET et tout point ps, EF, 
b, = u (t,), il existe une seule courbe horizontale v : 1 + &, relève- 
ment de la courbe u, telle que v (t,) = po. © | 

Lorsque Z = I et t, — 0, cela fournit une application 


Cocylairrxt — Pairr (6) 
6 3ax. 590 
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du sous-espace Cocylinne Cocylx, formé des couples (p,, u), 
x (po) = u (0), pour lesquels le chemin west différentiable, dans l'es. 
pace Pair (6) des chemins différentiables sur &, qui est une sec- 
tion de l'application 


Part (€) —> Cocylaa, v —> (v (0), x o v), 
i.e. un analogue « différentiable » de la connexion au sens de Hure- 
wicz (voir leçon 2). On comprend désormais pourquoi À est appelé 
« connexion ». 
+ * * 


Les propriétés géométriques des relèvements horizontaux seront 
examinées de nouveau dans la leçon 18, et on se propose pour l’ins- 
tant d'utiliser ces courbes dans la définition invariante des con- 
nexions, qui ne s'appuie pas sur la notion d'un voisinage de coordon- 
nées trivialisant. 

Une section | 
s: F—+6 
d'un fibré vectoriel différentiable £ — (€, x, 2) (ou un champ de 
ë-vecteurs sur Z si l'on emploie un vocabulaire différent) est dif- 
férentiable si elle constitue une application différentiable de la va- 
riété # dans la variété &. Le symbole l'E désigne, à la différence de 
la leçon 6, l'ensemble de sections différentiables seules. l'E est un es- 
pace vectoriel sur K et un module sur l'algèbre F,,# des fonctions 


différentiables sur # à valeurs dans K. 


Problème 1. Démontrer que la trivialisation ®: U X K$y d'un 
fibré £ sur un ensemble ouvert U € & est différentiable si et seulement si la 
base associée s,, ..., s, du module de toutes les sections continues au-dessus 


de U est formée de sections différentiables. 


Remarque 1. Comme x es = id, l'application s et sa différentiel- 
le (ds), en tout point b € # sont des injections. Ainsi, quelle que soit 
la section différentiable s: ® —+ €, l’ensemble s (&) est une sous-va- 
riété de &. Les sous-variétés de la forme s (&) sont caractérisées 
(on le constate facilement) par la propriété d'être difféomorphique- 
ment appliquées par la projection x sur # (on les appelle surfaces 
de section du fibré £). Quand on ne se soucie pas de la rigueur des rai- 
sonnements, on identifie les sections et les surfaces de section. 

S'agissant du fibré tangent rt; = (TÆ&, x, @), les sections ne 


sont autres que les champs de vecteurs sur & dont le module Fr 


se note a@ (voir III.16). 
On rappelle (voir 111.47) qu'une courbe u: 1 -> #' est une 


courbe intégrale d’un champ vectoriel X € a& si 
u (£) = Xucx) pour tout t € I. 
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Aux termes du théorème 1 de la leçon Ï11.17, on trouve pour tout 
point b € # et tout champ X une courbe intégrale u: [+ & de X, 
définie sur un intervalle Z de l’axe R contenant le point 0 et telle 
que u (0) = b. Si la variété X est séparée, deux courbes quelcon- 
ques ainsi définies coïncident sur la partie commune de leurs domai- 
nes de définition. 

Soient s:@ —+ € une section différentiable arbitraire du fibré 
t, et vu : I + & un relèvement horizontal de la courbe intégrale u 
du champ X, qui vérifie la relation 


v (0) = s (b). 


On définit pour tout t € Z dans la fibre F,cn de E deux vecteurs 
s (u (t)) et v (t) et, partant, le vecteur 


(6) 200) ve pour {= 0. 


Les vecteurs (6) appartiennent en général, pour t différents, aux es- 
paces vectoriels F,ç# différents. Mais il est toutefois loisible de 
parler de leur limite 


(7) lim 2600 | 


{+0 


Elle appartient à la fibre F9 —= #+ et est désignée par (Vs) (b). 
Le point b de # est absolument quelconque, et nous avons l’ap- 
plication 
Vxs: br (Vxs) (b) 


de & dans 6, qui est une section de £ par construction. 

Définition 2. La section Vzs s'appelle dérivée covariante de la 
section s suivant le champ X (pour la connexion } donnée). 

La première question que l’on se pose à propos de la section 
V xs est de savoir si oui ou non elle est différentiable. On verra que 
la réponse est affirmative (plus précisément, la classe de différentia- 
bilité de Vzs est d’une unité inférieure à celle de s) si l’on calcule 
V xs en coordonnées sous forme explicite. 

Soit U un voisinage de coordonnées trivialisant quelconque 
de bE #. La trivialisation ® : U X K° —+ 6 y du fibré & au-dessus 
de U détermine (voir leçon 6) la base 


(8) sh suis 
du FKÜ-module F (& [u) (telle que s,(b) = @ (db, ei), i = 1, ... 


..., n),et le difféomorphisme de coordonnées hk: U — K” défi- 
nit la base 

Ô 9 à 
(9) Da tr im m = dim #, 


Ge 
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du FRÜ-module aU. Soient s', à = 1, ..., r, les coordonnées 
de la section s (plus précisément, de sa restriction s |[y) dans la ba. 
se (8), et soient X*, k = 1, ..., m, les coordonnées du champ X 
(i.e. les coordonnées de sa restriction X |y) dans la base (9): 


s = sis;, X = X* … | 
ÔzÀ 


On suppose ensuite que 2* —= 2" (t), k — 1, ..., m, sont les 
équations paramétriques de la courbe intégrale u: [1 + #, et que 


dat), =2" (th i=1,...,n;k=1Â,...,m, 


sont celles de son relèvement horizontal v: 1 6. (On peut certes 
faire l'hypothèse de w (t) € U pour tout t sans nuire à la généralité 
de l'exposé.) On note que les nombres aï(t) sont exprimés par la for- 
mule 

a! (#) = s' (x (t)) 


(où x (t) = (x! (ft), ..., x" (t)) comme toujours) et qu'ils vérifient 
l'égalité v (t) — aï (t)s; (u (t)), i.e. ce sont les coordonnées du vec- 
teur v ()E Fun dans la base s, (u (f)), . . ., sh (u (t)) de l'espa- 
ce vectoriel F,cn. Par définition, 


À (t) = X* (x (t)) 
pour tout À — 1, ..., m, el 
ai (t) + Th, (x (t)) ai (#) z* (t) = 0, 
1.0. 
ai (t) + LÉ, (x (0) af (t) X* (x (t)) = 0 


pour tout à — 1, ..., nr. Ce faisant, le vecteur (6) de F ,(n est dé- 


fini dans la bases, (u (t)), ... Sn (u (t)) par les coordonnées 
su(x(t)—ai(t) _ si(x(t))—ag __ ai (t) —as 
t _ t t : 


avec ai — ai (0) — sf (x (0)) les coordonnées du point s (b) de l'espa- 
ce vectoriel F,. Aussi, la limite (7) s'écrit en coordonnées 


Lim (D) si (0) ji, 2) 
t-0 U t-0 
{ . . 
= 25 (x (0)) 2* (0) — ai (0) = 


ôxk 


= [= XA + Dhs | (x (0). 
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Comme x (0) est le vecteur des coordonnées de b, on peut dire que 
la section V ,s au-dessus de U est définie dans la base (8) par les coordon- 


nées 


” si Ü j k 
(10) (Gas= (+ Dis?) KA 
i.e. 
(11) V xs = (= + ris) X's; au-dessus de U. 
GE 


On voit en particulier que la section V xs est différentiable si s l'est. 
L'opérateur Vr: l'(E| u)—+ T (E | uv) est manifestement déter- 
miné pour tout champ de vecteurs X sur U (par exemple, pour 
() 
À == k = 1, . +, n). 
Dans ce cas, l'opérateur V + est désigné par le symbole VY,;, et la 
section Vis s'appelle dérivée covariante partielle de la section s € 
€ l'(E |u) par rapport à z,. On a 


Vs = X Vas 


pour tout champ X. | 
Selon la formule (10), les coordonnées (V;,s)' de Vs dans la base 


Si» + + + Sn S expriment moyennant les coordonnées s' de s par 
(12) (Pas) = + js, Ain, 1<4<m. 
T 
En particulier, 
(43) (Vas = Ti, 1<i, jEn;, 1<k<m, 
done 
(13°) (Vxs;s) = wi (X), 1<i, in. 


Remarque 2. On peut définir la section V,s en s'appuyant sur la 
formule (10) ou (11), ou sur les deux à la fois. Ce faisant, il faut vé- 
rifier que les sections construites sont compatibles sur les intersec- 
tions, i.e. que les sections (11) au-dessus des voisinages U et U' 
coïncident sur U f} U”. On procède comme suit. 

Les êtres relatifs à U” auront leurs indices munis d'accent (ainsi, 
S1*, + + +, Sn’ 6St la base (8) du module T'(E |u:), et x, ..., x" 
sont les coordonnées locales dans VU”). Dans ce cas, la section V xs 
au-dessus du voisinage U” est donnée par la formule 


asŸ LAET , 
PnL + Ts) ] sd si: au-dessus de U”, 


Vxs = ( 


et on a à démontrer qu'elle coïncide avec (11) sur U f} U'. 
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Or, on a par définition sur cette intersection 
Sw=pls et s'—œplst, i, i—=1, ...,n, 
avec pi et op} les composantes des fonctions de transition matricielles 


U NU” —+ GL (n; K) réciproques l’une de l’autre (de U à U” et de 
U" à U), et les égalités 


XX — 0x} X* 
Ozk 
et 
ap}. 
Lhn = qi p} _. Th + qi P; ru ‘4 


kkR=l; 4m Gi T=1, 0: 


Aussi, on a sur U(\U" 


ôs ap}. Où 
+ (ere 2 Fe pa + pi Dr 2 SAP CE 8zk oi 


VxSlu’ 


2 (pf'si) H 

ES + (o! qF pa + qÉ ‘2 p} | X'ql,si = 
CI ôsi 

= stp! + pi ph + 


0zÀ 
+ (ofet gp PT 1 +pip} g— w | X's1,= — 


8! l L 
= £ pl, + pi —— nés .) si + (2 + ras) | Xs1 = 


ôzh zh 
CHO (2 L ] 
=——_—_—_——————— —— r si XÀs = 
| BA + AR + Lin ! 


=( +Ti si) X's=Vxslu 


1 ) 
puisque œf'p},— ô; (s bien qu'on a en particulier 2%) _0) . D 


+ + + 


11 y a intérêt à étudier la dérivation covariante pour les champs 
de E-vecteurs sur les courbes. 

Soitu: I—>æ une courbe de # définie en coordonnées locales 
par 2 — 2% (i), 1<k< m, et soit v: Z +6 un champ de E-vec- 
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tours quelconque de composantes aï (t), 1< i< n, sur u. On dé- 


finit un autre champ de E-vecteurs sur u opens dérivée cova- 
riante de v le long de u et qu'on symbolise par Te . Ses composantes 


sont par définition 


9 (= + TG) (Da, ie sn. 


Problème 2. Supposer que le champ de E-vecteurs v estla restriction à u 
d'une section, i.e. qu'il existe une section s: .8 -> 6 du fibré &, telle que 


v (t) = s (u (t)) pour tout t € J. Faire de plus l'hypothèse Ce le champ tr u (t) 
de vecteurs tangents sur u est lui aussi la restriction d’un champ à .&, i.e. 


qu'on trouve un champ de vecteurs X Ea@8 tel que Xu(r) = u (t) our tout 
tE TI (la courbe u est une courbe intégrale du champ X). Montrer que le champ 


est la restriction à u de la section Vrxs. 
[On note que la section s et le champ X existent de toute évidence locale- 


ment, i.e. dans le voisinage d'un point «u (t,) quelconque tel que u (to)  0.] 


Soit I l'intérieur du segment J. I est une variété différentiable 
(tu: 1 — & une application différentiable), si bien qu'on définit 
au-dessus de / un fibré différentiable u*£ à connexion u*}H. 


Problème 3. Montrer que 
19 Chaque champ de E-vecteurs v: I — & sur la courbe u s'identifie naturelle- 


ment à une section du fibré u*E au-dessus de I. à 
29 La dérivée covariante de cette section suivant le champ vectoriel dr sur PA 


pour la connexion induite u* H n'est autre que la restriction à I de la dérivée cova- 


riante du champ v le long deu. 


Si l'on compare (14) et (3), on constate de suite que l'égalité 
© — 0 est une condition nécessaire et suffisante pour que v soit un champ 


de &-vecteurs parallèles (une courbe horizontale si l'on emploie un autre 
vocabulaire). 

Ainsi, les vecteurs parallèles le long d'une courbe sont exactement les 
vecteurs constants d'une façon covariante. 


ss. 
L'opération de dérivation covariante Vx est l'application 
Vzx: r'E + TE 


du module l'E dans lui-même. 
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Proposition 2. L'opération V x présente trois propriétés suivantes: 
a) elle est linéaire sur le corps K, i.e. 


Vr(s+t) = Vzxrs + Vzxt, 
V x Os) = ÀV x8 


quels que soient les sections s, t € TE et le nombre À € K; 
b) or a pour toute fonction f EF K# et toute section s € LE 


(15) Vx (fs) = Àf-s + fVxs 


(où X du second membre est pour K = € l'extension complexe de l'opé- 
rateur À sur F8 =FRr#@); 
c) V x est une fonction F #-linéaire de X, i.e. 


Vixtey = ÎVx + 8Vy 


quels que soient les champs X, Y Ea@ et les fonctions f, g EF. 

Démonstration. Les propriétés a) etc) découlent direc- 
tement de (10) et (11) ou de l’une de ces formules (dont les seconds 
membres sont des fonctions K-linéaires de s et des fonctions F #- 
linéaires de X). On vérifie b) par le calcul simple: 


1008) pi pile T0 in 505: épis | xt = 
[V x (75)] =| Er + D; js | X — s +12 + is ] X 


9zh 


Î co : : 
+ Ds) XX fs + f (Vars) 


ni te LEE 


(on rappelle que Xj= 25 x sur U). DO 

L'égalité (15) est analogue à la formule de Leibniz connue qui 
donne la dérivée du produit de deux fonctions (et elle se confond 
avec celle-ci si l’on remplace Xf par V xj). 

On suppose une fois de plus que la variété différentiable (de clas- 
se C®) # est séparée. 

Théorème 1. On suppose qu'on associe à chaque champ X Ea% 
l'opérateur 


(16) Vr: TE— TE 


qui jouit des propriétés a), b) et c) de la proposition 2. Il existe sur le 
fibré £ une connexion H unique par rapport à laquelle les opérateurs (16) 
sont des dérivées covariantes. 

Si # est séparée, les connexions sur le fibré vectoriel différentia- 
ble E—(£&, x, #) sont donc en correspondance biunivoque canonique 
avec les applications FZ-linéaires V: À ++ V, qui associent à cha- 
que champ de vecteurs À E a l'opérateur linéaire 


Vxz: lE- rE 
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qui vérifie la formule de Leibniz (15). Cela autorise à définir souvent 
les connexions en tant que ces applications V (qu'on appelle toujours 
les dérivations covariantes). Si cette définition manque de tout support 
sensible, elle présente par contre l'avantage d'être invariante (i.e. elle 
se passe des voisinages de coordonnées trivialisants). 

Dans la suite, on identifie de règle la connexion }X et la dériva- 
tion Y correspondante, et on dit en particulier « connexion VY » au 
lieu de « connexion à laquelle correspond la dérivation covariante 
V ». 

Le théorème 1 est analogue au théorème 1 de IIT.16, et sa démons- 
tration s'effectue de manière semblable. 

Lemme 1. Pour tout ouvert UC &, tout point b, € U et toute sec- 
tion SET (E lu), il existe une section s’ € l'E et un voisinage W du 


point b, tels que Wa U et 
s =s" sur W. 


De plus, s' = 0 à l'extérieur de U. 

(Cf. lemme 1 de la leçon 111.16.) 

Démonstration. Selon la proposition 2 de ÏI1.14, on 
trouve dans % des ouverts V et W pour lesquels 


bEW, WeV,Veu, 


et tels qu'il existe pour le couple (V, W) la fonction d'Urysohn ®. 
On pose pour b € # quelconque: 
@()s(b) si bEU, 
s” (b) = 

(e si béU. 
On conçoit que s’ est une section différentiable (i.e. c’est un élément 
de LE), qu'elle coïncide sur W avec s et qu’elle s'annule à l'extérieur 
de U. CO 

Nous dirons de deux sections s’, s” € l'E qu'elles coïncident au 
voisinage d'un point b, € & si elles prennent même valeur dans un 
voisinage de b. 

Lemme 2. Si les sections s’, s” € l'E coïncident au voisinage de b, € 
€ #, il en est de même des sections V xs’ et V xs” quel que soit le champ 
de vecteurs X € a#. 

(Cf. IIL.16, corollaire 2 au lemme 1.) 

Démonstration. Soit s — s” sur le voisinage U de b,. 
Le corollaire 4 au lemme 1 de IIT.16 implique l'existence d'un voi- 
sinage WC U de b, et d’une fonction différentiable @ sur # tels 
que 


4 si bEW, 


PO 0 à veu. 
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Considérons la section + (s —s"). 1l est clair qu'elle est nulle sur 
tout entier, i.e. c'est l’élément zéro de l'espace vectoriel DE, 
L'opérateur V + étant linéaire, il en est de même pour la section 


(7) Vx(®: (s —s")) = Xp: (s° —s") + p- (Vx(s —s")). 
Comme s'—s" et y—1 sur W, il en résulte 
Vr(s’—s")=0 sur W, 


ie Vrs = Vzs" sur W. O 

On dit que les opérateurs V, sont des opérateurs locaux par 
rapport à s. 

On démontre de même que V+ le sont par rapport à X, i.e. le 
fait qu'étant donné deux champs de vecteurs X”, X" quelconques de a# 
qui coïncident au voisinage de b, € #, les opérateurs Vx: et Vx. 
jouissent de la même sir (Vs = Vx-s au voisinage de b, 
pour chaque section s € l'E). [Pour obtenir le résultat voulu, il suf- 
fit de voir le champ œq: (X° —X”).] 

Lemme 3. Quel que soit l'ensemble ouvert UC ®, les opérateurs 
(16) ayant les propriétés a), b) et c) de la proposition ‘2 induisent les 
opérateurs uniques 


(18) (V lux: lElu) + T(Elu), À Eau, 


jouissant de même des propriétés a), b) et c) (pour l'algèbre FU) et 
tels qu'on ait pour chaque champ X Ea@ le diagramme commutatif 


AR T'E 
un 
L' (Elo) — 2% l'E lo) 


dont les flèches verticales représentent des applications de restriction, 
ie. les opérateurs tels que 


(19) ((V lux) S=(Vxs) lu 


pour toute section s € LE. 

(Cf. proposition 1 de 111.16.) 

Démonstration. On commence traditionnellement par 
l’unicité. On suppose que les opérateurs (18) cxistent et que 
sET(Ë lu), À EaU. Si l’on s'adresse au lemme 1 et à la remarque !{ 
de I11.16, on voit qu'on trouve pour tout point b, € U une section 
s' € l'E et un champ vectoriel X’ EaZ qui coïncident dans son voi- 
sinage immédiat avec s et X respectivement. Ce faisant, la propriété 
(19) entraîne 


(20) (V lu)x (9)1 (bo) = [Vxrs"1 (bo). 
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D'où l'unicité des opérateurs (V]|uy)x du moment que le second mem- 
bre de cette formule ne dépend pas du choix de s’ et X” par suite de 
la propriété des V,+ d'être locaux par rapport à set X. 

Passons à l'existence. On considère la formule (20) comme défi- 
nition de la section (Vlu)x (s). Autrement dit, on pose 

(Vlu)x (s) = Vx: (s) sur W 

si X — X’ets — s’ sur W. On vérifie sans peine (le faire !) que cette 
formule définit d'une façon unique les opérateurs (18) présentant tou- 
tes les propriétés voulues. O 

Afin de simplifier les formules, on écrira V au lieu de Vu. 

On dispose maintenant de tous les résultats nécessaires pour pas- 
ser à la 

Démonstration du théorème 1. On suppose que la con- 
nexion À existe. 

Considérons un voisinage trivialisant UC $# quelconque, et 
soient, sur Ü, les sections s,,...,S, formant une base du F KU-mo- 


dule F (Eyl), et les champs de vecteurs 
) ( 
‘ôzl » °e.1 FA 
qui forment une base du FU-module aU. La formule (13) implique 
l'égalité 
(21) Dés = (Vas)! 
pour les coefficients ri; i,j—=1,...,n, k—1,..., m quelcon- 
ques, de H. Cela prouve l’unicité de H (sur UV, donc sur Z tout entier 
puisque U est arbitraire). | 
On aura l'existence de H si l’on définit les coefficients li; sur 
U par (21). Soit U” un autre voisinage de coordonnées trivialisant, 
et soit 
r£; — (Vas) sur U' 
(les notations sont expliquées dans la leçon 10). On a sur l’intersec- 
tion U NU”: 


ôxh ôzh ap}. 02h . 
0 = — 2  — es M7 
k 
(on rappelle que = re et si = p{si) , donc 
{ 
Dépqie  oR Pilas 


La dernière égalité est équivalente à l'identité (17) de la leçon 10, 
si bien que les fonctions l}; sont les coefficients d'une connexion 4. 
Ce faisant, la formule (21) et les propriétés a), b) et c) des opérateurs 


aa 23 


Vzx sur U entraînent de suite que ceux-ci et les dérivées covariantes 
relativement à la connexion Æ vérifient les mêmes formules (11). 
Ainsi, il y a leur coïncidence. (] 


+ + » 


Nous avons établi le lemme 3 à l’aide de la seule propriété des 
opérateurs V r d'être locaux, si bien qu'il reste valable pour toute 
application linéaire D: l'E — l'E ayant la même propriété, voire 
pour l'application D: l'E —+ ln, £ et n étant deux fibrés vectoriels 
de même base @. Ainsi, l’application D induit pour tout ouvert 
UC $ l'application (manifestement linéaire elle aussi) 


(22) D lu: TŒlu) TT (n lu), 
ligne inférieure du diagramme commutatif 

TE —— Mn 

} } 


Dly 
F'@ lu) —- T(n lu), 

où les flèches verticales représentent des applications de restriction. 

Par ailleurs, on établit facilement que chaque application F K3- 
linéaire D : T& — Tn est locale. (La démonstration du lemme 2 reste 
telle quelle si ce n'est le terme en X@ qui est absent de la formule 
(17).) Aussi, chacune de ces applications induit pour tout ouvert 
UC # l'application (22). 

Problème 4. Démontrer que l'application (22) est FK#-linéaire 
si D l'est. 

L'application 
(23) po: TE— [n, s + pes, 
induite par un morphisme différentiable arbitraire de fibrés ç: & — 
—+n, est un exemple d'application FK#-linéaire TE —+ Fin (cf. 
leçon 6). Outre qu'elle est locale, l'application D — qe possède une 


propriété plus forte, savoir 
1. Sis'(bs) = s" (bo), avec D E B,s,s" € TE, alors (Ds) (bo) = 


= (Ds) (bo). . ne 
Il se trouve que La propriété 1 est inhérente à toute application 
FwK#-linéaire D :TE—+ In. En effet, si s,,..., s, est une triviali- 


sation du fibré £ au-dessus du voisinage U du point bçet sis” —s" — 
= fis; sur U (avec fi (b,) — 0 pour tout i = 1, ..., n), alors 


(Ds” — Ds") (bo) = f' (bo) (Dsi) = 0 


(la lettre D du second membre désigne D |y). Par conséquent, 
(Ds”) (bo) = (Ds”) (bo). D 
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Fort de ces résultats, on démontre aisément la proposition suivan- 
te (cf. problème 5 de la leçon 6). 
Proposition 3. Pour toute application F#-linéaire D: TE —+ 


—+ Tin, il existe un morphisme unique @: E—n tel que D = po. 

Démonstration. Si D —=œe, alors (Ds) (b) = œ (s (b)) 
pour toute section s € l'E et tout point b € @#, ce qui veut dire qu'on 
a pour chaque p € &: 


(24)  (p) = (Ds) (b), 


où b = x (p)et s est une section pour laquelle s (b) — pp. Le second 
membre de cette relation ne dépend pas du choix de s en vertu de la 
propriété {, si bien qu'il y a unicité pour le morphisme . 

Pour avoir l'existence, on définit @ par la formule (24). 11 est 
clair qu'on définit bien par là même une application fibre à fibre 
p: &5—+ &1, linéaire dans chaque fibre, qui jouit de la propriété 
D = q°. Aussi, il ne reste à démontrer qu’il s’agit d'une application 
différentiable. La chose est évidente. En effet, sur tout voisinage 
UC @ trivialisant pour les deux fibrés E et n à la fois, l'application 
o est définie en coordonnées par la même matrice rectangulaire à 
éléments les fonctions différentiables sur U que l'application D |y 
l'est dans les bases correspondantes des F 4 U-modules libres TL (Elu) 


et l'An lu). O 

La proposition 3 signifie que le FK#-module Mor (£,n) des 
morphismes différentiables E —+ n s'identifie naturellement au 
FK#-module Home, &ÛTr, Tn) des applications F K#-linéai- 


res LE + [n: 
(25) Mor (&, n) — Hong, g (T6, Mn). 


(Cf. alinéa succédant au problème 5 de la leçon 6.) 
$ + € 


On rappelle (voir leçon 7) que les métriques sur un fibré vectoriel 
ë = (6, x, #) sur * s'identifient de façon naturelle aux fonctions 
continues Q: € — R dont la restriction à chaque fibre #;,,bE€ 
€ #, est une métrique (fonctionnelle quadratique définie positive) 
sur cette fibre. Une métrique sur un fibré différentiable E est dite 
différentiable si la fonction Q l’est. 

Problème 5. Démontrer que chaque fibré vectoriel différentiable 
numérotable & sur K est muni d'une métrique différentiable (cf. pro- 
position 3 de la leçon 7). 

On suppose que le fibré E sur K est métrisé, auquel cas la formule 


(s, s°) (b) = (s(b),s’ (b))}, s,SETE, be, 
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a, 


définit sur le F.#-module l'E la fonctionnelle s, s’ ++ (s, s’) à valeurs 
dans l'algèbre F«æ ot telle que la fonction (s, 5€ F K#$ prenne 


pour tout s € l'E des valeurs réelles positives et qu’elle soit nulle aux 
point bE #, où s (b) — 0, et en ces points seulement. Si K = x. 
la fonctionnelle est bilinéaire (sur l'algèbre F.#) et symétrique, et 
quand K = €, elle est sesquilinéaire et hermitienne. Par abus de 
langage, on dira que cette fonctionnelle est le produit scalaire surr'&. 

Problème 6. Démontrer que le module TIK(E) |u) possède sur 


chaque voisinage trivialisant UC .# une base orthonormée s,, ...,s, 
(telle que (s;, s;) = 6;; quels que soient i, j —1, ..., n). []ndica- 
tion. Prendre une base quelconque et appliquer le procédé d’orthonor- 
malisation de Gram-Schmidt.] | 

Définition 3. Une connexion V sur un fibré ë muni d'une métrique 
est dite compatible avec la métrique (ou encore connexion métrique) 
si l’on a pour tout champ de vecteurs À € a& et n'importe quelles 
sections s, s° € l'E: 

(26) X (5,5) = (Vzs, 5’) + (s, Vxs). 

Proposition 4. Une connexion V sur un fibré & est métrique si et 
seulement si, pour tout voisinage trivialisant U, la matrice w = 
= {|| w;{| des formes de connexion associées à la base orthonormée 
Sir + + + Sn du FKU-module T (E | u) est antisymétrique (resp. anti- 
hermitienne) pour K = R (resp. pour K = C), i.e. si l'on a pour tout 
Let tout j, i, j =1,...,n: 

@i + ©? =0 pour K=R, @f + w} — 0 pour K=C. 

Démonstration. Une condition nécessaire et suffisante 


pour que (26) ait lieu pour s, s’ € l'E quelconques est, c'est clair, 
qu'elle le soit sur un voisinage trivialisant U arbitraire pour les 


éléments d’une base quelconque s,, ..., s, sur U, ïi.e. que 
(27) À (5: Sj) = (Vxsi, Sj) + (si, VxSj) d, ] = ie sn. 
D'autre part, la relation (27) s'écrit pour s,, ..., s, orthonormée: 


O — (Vxsi)? - (Vs;) pour K = A, 


O=(Vzrsi) +(Vsy)' pour K=C, 
(V x$;)i étant les coordonnées de la section sj. On a le résultat voulu 
si l’on note que 


(Vxsy)'= 0; (X) 
conformément à (13')}. 0 
Problème 7, Démontrer qu'il existe sur tout fibré vectoriel métrisé 
numérotable E une connexion compatible avec la métrique. (Indication. 
La proposition 4 entraîne l'existence pour un fibré trivial. On se 
ramène au cas général par une partition de l’unité. Cf. démonstration 
de la proposition 3 à la leçon 7.] 
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Champs &-tensoriels. — Fonctionnelles multilinéaires et champs 
5-tensoriels. — Dérivation covariante des champs &-tensoriels. — Cas 
des champs Ë-covectoriels. — Cas général. — Produit kroneckerien de 
matrices et produit tensoriel d'opérateurs linéaires. — Foncteurs. — 
Produit tensoriel de fibrés vectoriels. — Une généralisation. — Pro- 
duit tensoriel de sections. 


Soit E — (€,x, #) un “<-fibré vectoriel différentiable de rang 
n sur une variété séparée m-dimensionnelle # (X = 2? ou X = C), 
et soit donné, pour tout point b € #, dans l'espace vectoriel F, — 
— ff un tenseur S,. On suppose de plus que les tenseurs S, sont de 
même type (r, s) pour tout b € #. Soit s,, ..., s, une trivialisation 
différentiable de £ sur un voisinage U € Z. Comme les vecteurs 
S1 (b), .. ., Sn (b) forment pour tout b € U une base de F,, le ten- 
seur S, vérifie l'égalité 


(1) S=S%1::# ()s1(b) @ .…. @ sr) @ sb) & .…. @5;.(b), 


avec s° (b),..., s" (b) la base duale de l'espace dual F5, et She 
des fonctions définies sur U. 
Définition 1. Si, pour une trivialisation différentiable US ee 


.: Sn) quelconque, les fonctions Se sont différentiables, la 


correspondance 
S:br Sp 


s'appelle champ E-tensoriel (ou encore E-tenseur) sur #, et les fonc- 
tions Sa. | di en constituent lescomposantes (dans la trivialisation don- 


Lé 


née). 
En particulier, les champs E-vectoriels (ce sont des sections de 
€) correspondent au cas (r, s) —= (0, {). 

Si (r, s) = (1, 0), S' est un champ E-covectoriel. Un exemple de ce 
Champ (défini sur U) est si: b> si (b)},1< i< n. 

Quand E=t3, Ty étant un fibré tangent à la variété différentia- 
ble ?, les champs E-tensoriels ne sont autres que les champs de ten- 
seurs sur Z au sens de 111.16. 

Remarque 1. La tradition veut qu'on dise « tenseur 5° 11 
au lieu de « tenseur S' ». Par abus de langage, nous le dirons aussi, 


mais nous supposerons la trivialisation (U, s,, ...,s,) choisie et fi- 
xée une fois pour toutes. 
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Problème 1. \ontrer que sur l'intersection U f} U° de deux voisi- 


nages trivialisants, les composantes su + et CHE Îs sd’ un même 
tenseur S sont liées par les relations 

RAR Le i, j; TS PRE 
(2) Si. 2 …. Pi Pi, .. PS... in 


avec ||} || et [|pi.Il deux matrices de passage réciproques l'une 


de l'autre (voir leçon 11). 
S'agissant d'un fibré tangent, la formule (2) nous est connue dès 


la leçon 111.16. 
Tous les champs E-tensoriels de type (r, s) donné forment manifes- 
tement un module sur l'algèbre FK# des fonctions différentiables 


sur # à valeurs dans K. On désigne ce module par le symbole TE. 
Quels que soient les champs S ss T (de type (r,s)et (r,,s,) respec- 
tivement), la formule 


SOT:brr Sr © Tr, VE PF, 
définit parfaitement un champ E-tensoriel S @ T de type (r+r,, 
S + si) tel que 
(S Q Ty PAS - Js+ss - s® “agi Jets 


tr À - - irtra Vr  re1 °°: r+r: 


C'est le produit MD des champs Set T. 
On définit de même le produit tensoriel S@T@...@R 


de champs E-tensoriels en nombre quelconque. 
Etant donné les produits 


(3) s1@...®sr@s;, ®... ®s, 
(champs de E-tenseurs sur U), on récrit la formule (1): 

S=sh s'1@.. : @sr@s;, ® … ®S;, 
Autrement dit, Les ou. (3) forment une base du F KU-module 


[? (E lu) (ou une base du F4#-module Tÿ£ sur U). 


Quand (r, s) = (1, 0), ce sont des champs de E-covecteurs s!, . 
., S" qui constituent une base du module IŸE (noté encore T'E*) 


sur 
+ + À 


On note un intérêt particulier des champs de type (r, O). 


Soit S un champ de ce type, et soit f,, ..., t, € l'E. Pour toute 
trivialisation (U,s,, ..., s,) de & sur l'ouvert UV, on définit la 
fonction 


i Le 
(4) S (ts, st) = Si. itt tr 
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i i 
avec tr, ..., t." les Rs re des champs de E-vecteurs 
t, -.., t, sur U et Si, ...1, celles du champ Ë-tensoriel S. 


Problème 2. Montrer que les fonctions (4) définies sur deux voi- 
sinages trivialisants U et U” coïncident sur U fN] U”. 

Cela signifie que La formule (4) définit bien la fonction S (t,, ... 

, t,) sur la variété @ tout entière. 

La fonction S (t,, ..., t,) est le produit contracté du tenseur S 
et des champs t,, ..., t,. 

Tout comme dans le cas des espaces vectoriels, l’application 


(5) S:TExX... XIE F7 
pe | | 
r fois 
s'appelle fonctionnelle F:,#-multilinéaire si elle est F,#-linéaire 


par rapport à chaque argument. 
L'application (5) définie par (&) est (c'est clair) une fonctionnelle 
FKk#-multilinéaire. : 


Problème 3. Montrer que la correspondance 
tenseur S —- fonctionnelle (5) 
est un isomorphisme du F«#-module LE — IE sur le FK#-module 


de toutes les fonctionnelles FKk#-multilinéaires (5). 


[{ndication. Voir remarque 2 de 111.18.] 
Dans la suite, onidentifiera par cet isomorphisme les E-tenseurs de 
type (r, 0) sur Z aux fonctionnelles F «#-multilinéaires (5). 


En particulier, cette identification implique que les E-covecteurs 
c EVE = l'E* ne sont autres que les fonctionnelles FK#-linéaires 


de la forme : 
C*, r'E — FK#: 


On désigne encore par (s, c) la valeur c (s) de c sur une section 
s E TE [c (s) est (on y insiste) une fonction sur #1]. 


X *%k € 


Nous dirons qu on définit sur T}E une dérivation covariante notée 
V si l’on associe à chaque champ de vecteurs À € aZ l'opérateur li- 
néaire (sur K) 


fonction Fk#-linéaire de X qui vérifie l'identité de Leibniz 
Vx (AS) = Xf-S +fVxS, fEFKT, SE TE. 


Les opérateurs V + sont les dérivations covariantes suivant X. 
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Problème 4. Montrer que les opérateurs (6) vérifient deux lemmes analogues 
âux lemmes 2 et 3 de la leçon f{1. 


Cela signifie en particulier que les opérateurs V sont définis sur 
tout voisinage de coordonnées trivialisant U et qu'ils opèrent sur les 
tenseurs S € T° (E lu) conformément à la formule 


V xS — X'7,S, 
où X*,1<k< m, sont les composantes du champ X sur VU, et 
(7) VaS=V os, 1<k<m, 
oh 


sont les dérivées covariantes partielles du E-tenseur S. 
Par conséquent, on reconstitue univoquement les opérateurs (6} 
à parut ri dérivées partielles (7), donc par leurs composantes 


(Vas hi: 
Si (r, : —= (1, 0), les opérateurs (6) s’écrivent 
(8) Vx: TE — rer, 
et ils transforment pour tout U le champ de E-covecteurs c = c;s° 
sur Ü en le champ de E-covecteurs 
Vxe = X* (Vichs!, 
(Vac)s étant les composantes du Ë-covecteur Vac. 


* »$ + 


Soit H une connexion donnée sur E. 

Proposition 1. JL existe sur le FK@-module l'E* une dérivation 
covariante VY unique telle que chaque Ë-covecteur c € l'E vérifie pour 
tout champ de vecteurs X € a@ et toute section s € l'E l'égalité 
(9) X (s,c) = (Vxs, c) + (s, Vxc}, 
où le premier symbole V à droite désigne une dérivation covariante rela- 
tivement à # connezion H. 

Si X——, les composantes du champ E-covectoriel Vic = V loc 

ax 
dans Ps voisinage de coordonnées trivialisant U sont définies par 


(10) (Pac) = HE — Tics 1<i<n, 1<k<EM, 


avec Ti les coefficients de H. 
Démonstration. L'égalité (9) est juste pour n'importe 
quels s, cet X (on le constate sans peine) si et seulement si elle l’est 
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sur U quelconque pour X= + ot s —= 54, 1.0. Si 
ea 


dc 
L = Die; (Vach: 
GEL 


(du moment que (s3, c) =ciet Vasi= Ths;). Cela prouve (10) et 
l'unicité de V sur l'É*. On obtient l’existence si l’on définit les opé- 
rateurs (8) par (10), i.e. si l’on pose 


(11) Vrxc= ( —Tic,) X#si sur U 


pour tout champ de vecteurs À —X4-% sur U et tout cham 
P 22% P 


de E&-covecteurs c=c;s' sur U. 

Problème 5. Démontrer que 

1° Quels que soient le champ vectoriel À Ea@ et le champ de 
ë-covecteurs c € l'E*, les formules (11) définissent parfaitement un 
champ de &-covecteurs V ,c. (Indication. Si U” est un autre voisinage 
de coordonnées trivialisant, on a sur U fN\ U': 


k’ Pl ° »” à 
X —_ = À", Cyr —= PhCi si = p! s! : 
, . s dxzh f {° ap}. 

ri Lu Î 2 —— LE: mie 
R'j — Pi D; A À Pj ax 


avec |[pi,1l et |]p{ || deux matrices de passage réciproques l'une 
de l’autre.] 

20 Les applications Vx: TE*— TE* constituent une dérivation. 
[Zndication. La F@-linéarité par rapport à X et la K-linéarité par 


rapport à c sont évidentes. L'identité de Leibniz étant juste pour les 
opérateurs dérivation partielle usuelle _—_ l’est dans ce cas aussi.] 


3° On a la formule (9). {[ndication. Par construction, on a (10).] 
Ainsi, la proposition 1 se trouve démontrée. [] 


+ + + 


Proposition 2. ]l existe sur les FKk#-modules IE, r, s> 0, des 
dérivations V telles que 

19 Pour deux E-tenseurs S et T quelconques et tout champ de vec- 
teurs X Ea@, on ait 
(12) Vrx(SQT)=VxS OT+S QVxT. 


12* 
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29 Si (r, s) = (0, 1), V coïncide avec la dérivation V sur l'E — 
— [E relativement à la connexion H, et si (r,s) = (1, 0), elle coïnci- 
de avec V sur T'E* = TE de la proposition 1. 

Ces dérivations sont uniques, et sur tout voisinage de coordonnées 
trivialisant U, les composantes (Vas) de L de la dérivée partielle Y,S 
d'un E-tenseur S arbitraire s'expriment par ses composantes Si: Le L 
à l'aide des formules ' 


J1-": js 
(13) A + 
JE PSE RTS TR SA 
Me LL 


(Zl correspond à chaque indice supérieur un terme à droite précédé du 
signe « plus » et à chaque indice inférieur un terme précédé du signe 
« moins ». ) 

Démonstration. On déduit de (12) par récurrence évi- 
dente une relation analogue pour les facteurs en nombre quelconque. 
On a pour trois E-tenseurs $ R et T par exemple . 

Vr(S ®TOR) = Vr(S ®T)@R+(S ®T) SVxrR — 
= (VrxS OT+S@OSViT) OR +(S QT) OVER, 
i.e. 
Vrx(SOT@OR)=V;S OTOR+S QVxrT © R + 
+.S OT QVxrR. 


En particulier, on a pour n'importe quels s, # € l'E et c € T'E* 
Vr(s®t@Qc) =Vzs 1 Sc+s@Vrt Sc+s@t@Vrxe. 


11 en résulte pour les composantes des dérivées partielles du champ 
de E-tenseurs S =s @t@c 


A'AJHAEE a (Vas) ci; + sis Ga” Ci, L st) (Vac)i, = — 
ES Pt ja je... ja js 1 LE DRE 
(an no (ne) tt) 


ds ; 
— — | ?C sh © 
7 2h RE 


— Gi, + so Pi 2 + ré, sPL’c; + 


Ar: SPC; — Th; shtie,, 
1.e. 


.. EXÈDE | : ee > 
PAS = + TRS" + TRS — Th 53. 
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On a donc établi que, si les dérivations V existent, les champs de la 
forme S — s @t @c (dits décomposables) vérifient pour (r, s) = 
— (2,1) la formule (13). 
Sur chaque voisinage trivialisant UC ®#, chaque champ £-ten- 
soriel est par ailleurs une combinaison FK#-linéaire de champs dé- 


composables (car tout tenseur sur un espace vectoriel est une combi- 
naison K-linéaire de tenseurs décomposables), et on conçoit d’autre 
part qu’une formule (13) juste pour S et T l’est pour toute combinai- 
son FKk#-linéaire de ces champs (le seul cas douteux est celui du 


champ fS pour lequel on voit apparaître dans le premier membre le 
Lé Q 0 j LA ] Q . 
terme supplémentaire RSR, mais la première somme apparue 


à droite contient le même facteur). Ainsi, la formule (13) est juste 
pour tout champ E-tensoriel S de type (2, 1), si bien que l'opéra- 
tion V, quand elle existe, est unique pour ces champs. 

On démontre de même la formule (13) et l’unicité de V pour r 
et s quelconques. 

Afin d'avoir l'existence, on définit le champ E-tensoriel VS 
comme un champ à composantes (VS). EX sur chaque voisinage 
de coordonnées trivialisant U (XF sont les composantes de X sur U, 
et (VaSht.:; les fonctions (13)). 

Problème 6. Démontrer que dans ce cas 

1° Le champ V xS est défini d'une façon unique sur toute la variété. 

2° Les applications Vxr: TPE —> T$E forment une dérivation. 

3° N'importe quels champs £-tensoriels S et T vérifient la formule 
(12). 
Cela démontre la proposition 2. [] 

Le champ VS est la dérivée covariante du champ &-tensoriel S sui- 
vani le champ de vecteurs X € a@ relativement à la connexion H. 


Remarque 2. Les composantes (VAS) 1 : du champ V,S sont 


# . # j se « e e. ” 
encore désignées par Si, ER î. 1x, Où le trait vertical | est des fois 
remplacé par une virgule, un point-virgule, . 


* + + 


Le procédé d'obtention des dérivées covariantes V LS s'inspirera 
d'une idée plus simple (même pour (r,s) = (0, 1))et se perfectionnera 
en même temps sur le plan formel si l’on se sert de certaines construc- 
tions sur les fibrés vectoriels, qui ont leur intérêt propre. 

On aura besoin de plusieurs résultats d’algèbre linéaire. 

Soit ñn> 1, m >> 1. On choisit un procédé de numérotation des 
éléments des (7 X m)-matrices par les nombres de Î à 2m etonidenti- 
fie l’espace vectoriel de toutes ces matrices sur “ et l’espace K7, 
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On désignera donc les vecteurs d’une base standard de K""” par 
ein 1<i<n,1<k<Lm,et les éléments des matrices carréesd'or. 
dre nm (matrices des opérateurs linéaires K”"-> K"") par ch 
1<i,j<n,1<k,l<Lm. 

Avec ces conventions, on associe à deux matrices carrées À — 
= ||ai || et B = || bk | quelconques d'ordre n et m respectivement 
une matrice C = {| cà || d'ordre nm telle que 


jt ri 
Cik = ail. 


Définition 2. La matrice C — |laibÀ || est le produit kroneckerien 
des matrices À et B qu'on note À 

Afin de traduire cette opération en langage des opérateurs linéai- 
res, on rappelle (voir II.5) qu'on définit pour deux espaces vectoriels 
F° et ° quelconques l’espace vectoriel 7° @ 5°, leur produit tenso- 
riel. 7° © #° a pour éléments des fonotionnelles bilinéaires dont le 
premier argument parcourt Ÿ°*, espace dual de 7”, et le second l'espa- 
ce #°*, dual de #”. Deux vecteurs a € 7° et bE #° quelconques 
définissent par 


(a © b) (6, n) = &(a)n(b), $E7*,neñ*, 
le vecteur a @ b € 7” © #°, leur produit tensoriel. Ce dernier dé- 


pend linéairement de a et b, i.e., pour n'importe quels a,, a,, a € 7° 
et b,,b,,bE #ettou Et K,ona 


(a, + a,) © b = a, © b + a, © b, 
a @(b, +b,) = a @b, + a ®b,, 
ka © b = a © Ab = À (a @ b). 


Soient e,, ...,e, une base de 7°, etf,, ...,f, une base de #.. 
Les vecteurs 


eu Of, 1<i<n, 1< kLm, 


forment évidemment une base de l’espace 7° @ #°, si bien qu'en 
particulier, chaque élément de 7° © 5° est exprimé (non univoque- 
ment en général) par une combinaison linéaire de vecteurs a @ b 
(i.e. les vecteurs a @ b forment une famille génératrice dans7” @ #°). 

Lorsque 7° = K",%#° = K", on identifie naturellement la base 
e; @ f, avec la base e de l’espace K”"”, donc le produit tensoriel 
K? © K7 avec l'espace K”7: 


(14) K7 © Km = Km. 


Deux applications linéaires q : 7° — #3, ÿ : #°—+ #°, arbitraires 
définissent naturellement l'application linéaire 


(19) pp: ON —-FiQNu 
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leur produit lensoriel tel que 
(16) (p ® Ÿ) (a @ b) = pa ® pb 


pour tout a de 3 ‘et tout b de #°. [On définit encore @ @ y en tant 
qu'application linéaire 7° @ #° + 7, @ NW, (manifestement uni- 
quel) qui vérifie (16), mais on se heurte au problème de démontrer son 
existence. Un procédé plus rationnel consiste à déterminer directe- 
ment les éléments de 7’ @ #° comme fonctionnelles bilinéaires. 

Problème 7. Construire l'application (15) par deux méthodes 
PR ins [Vérifier sans faute que l'application obtenue est linéai- 
re. 

Dans le cas particulier de 7”, = 7”, #, — #, i.e. @ et 1 linéai- 
res sont donc les opérateurs linéaires À : 79° +7, B: °° — 7, 
le produit tensoriel ® © + est l’opérateur linéaire 


AB: F@W# +7 ©W, 


et si À est représenté dans la base e,, . .., e, de 7° par la matrice 
A = |laill (i.e. 4e; = aie;), et B est repéré dans la base f,, 
... fm de #° par la matrice B —||bl || (ie. Bf, = bif,), alors 


(4 @ B)(e; ®f,)= 4e; ® Bf, = ae, @ bals = (a/bk)(e; @ f). 


Autrement dit, la matrice de l'opérateur À © B est le produit kro- 
neckerien À © B des matrices À et B, ce qui explique le nom de 
produit tensoriel donné à À @ B. 

On note qu'à la différence du produit tensoriel d'opérateurs, le 
produit kroneckerien de matrices admet un certain arbitraire quant 
au choix du numérotage des couples (i, k). 


+ +» + 


Revenons au cas général des applications linéaires @ et ÿ quelcon- 
ques. 
La formule (16) entraîne de suite que 
1° Si q=id et p=id (et F;,=F, #, =W), alors p Q 
© Ÿ == id. 
2° Les applications linéaires 
®: F + y AT Pi: T,—+ Va 
(17) 
VW Wa Yi: Wii Va 


arbitraires vérifient la formule 


(Pi © V1) © (p ® Ÿ) = (m1 ° p) ® (1 ° Ÿ). 


Il y a lieu d'introduire la définition générale suivante. 
Définition 3. Soient 7° et #° deux espaces vectoriels arbitraires 
(qu'on suppose une fois de plus de dimension finie), et soient @ : ÿ° + 
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— Fi et ÿ: + W, deux applications linéaires quelconques. On 
fait correspondre à 7° et #° l'espace vectoriel D (7”, #°) et à p et 
l'application linéaire 
D (y, 4): D (7°, #°)—+ D (7,, W';). 
Si 
a) ® (id, id) = id; 
b) pour les applications linéaires (17) quelconques, on a 


D (P1, Ÿ) o D (, Ÿ) = D (F1 o F, Vi o 1), 


on dit que ® est un foncteur double ou encore un bifoncteur (de la 
catégorie des espaces vectoriels de dimension finie dans elle-même). 

Exemple 1. Etant donné les propriétés de l'opération @, si 
l'on pose 


PF, F)=7@N, D, +) = ç 


on obtient un foncteur double appelé foncteur produit tensoriel. 
Exemple 2. On pose 


PF7,W)=TEOY, Dd(p Y =qe7% 


(par définition, (g @ ÿ) (a, b) — (pa, db) pour tout a € 7° et tout 
b € 9%") et on a évidemment encore un foncteur double appelé fonc- 
teur somme directe. 

On définit de même les fonctions k-uples pour tout k => 1. Ainsi, 
le foncteur d'une variable D associe à tout espace vectoriel 7° l'espace 
vectoriel D (7) et à toute application linéaire ç : 7°—> #° l'applica- 
tion linéaire 


D (p):D(7)— D(), 


et 
a) O (id) = id; | | 
b) ® (@,) ° D (p) = D (p, ° y), quelles que soient les appli- 
cations linéaires ® : 7°'— #° et pp, : W —+ Wa. | 
Exemple 3 et problème 8. Soit A?P7° l’espace des tenseurs anti- 
symétriques de degré p=>0 sur l'espace 7°. Définir pour toute 
application linéaire @: 73'—>#° l'application linéaire 


[APœ : APT —+ APT 


de façon à obtenir un foncteur avec 4 — 1. On lui donne le nom de 
Joncteur puissance extérieure p-ième. | 

Les foncteurs introduits sont dits covariants car il en existe d'au- 
tres qui sont contravariants. Ainsi, le foncteur contravariant d'une 
variable ® associe à chaque espace vectoriel 7° l'espace vectoriel 
D (7°) et à chaque application linéaire p:7 — #° l'application 
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linéaire 


D (e):D(#)—+ D (7) 


(on signale le sens contraire de la flèchel), et 

a) D (id) = id; 

b) ® (p) ° D (p;,) — D (p,°p) pour deux applications liné- 
aires p:7 — # et p,: W°—+ W, quelconques. 

Exemple 4. Ün exemple de foncteur contravariant d'une variable 
est le foncteur dualité 

Y —> y di p LS q* 

qui fait correspondre à un espace vectoriel 7° l'espace dual 7'* et 
à l'application linéaire @ :7°— #° l'application adjointe ç* : P* —+ 
+ V* (définie par la formule @* (n) (a) — £ (ga), a EF, EEW*; 
cf. définition 3 de II.14). 


On définit de façon très générale un foncteur mixte k-uple qui 
est covariant en certaines variables et contravariant en d'autres. 


Problème 9. Formuler la définition correspondante complète. 


Exemple 5. Le foncteur Hom fait correspondre aux espaces Ÿ° et 
T° l'espace vectoriel Hom (7', #°) de toutes les applications li- 
néaires Ÿ —+7%f et à deux applications linéaires p:7—+ ÿ,, 
Ÿ:W° — NW, quelconques l'application linéaire 


Hon (, +): Hom (7’,, #°)—> Hom (7', #':) 
définie par 
Hom (p, #) (a) =pouog, a:T;—+w. 


C'est un bifoncteur contravariant en première variable et covariant 


en seconde. 
Il existe des foncteurs qui transforment des espaces vectoriels 


sur un corps en des espaces sur un corps différent. C'est le cas par 
exemple du foncteur complezification 7° > 7°© qui transforme un 
espace vectoriel 7° sur R en son complexifié 7€, espace vectoriel 
sur C, et du foncteur décomplexification # > #R qui fait d'un 


espace vectoriel #° sur € son décomplexifié We. 
Problème 10. Démontrer que, 
FETE et (W)=W:e F, 
avec 9%ÿ° l'espace complexe conjugué de °4 


On note que tout foncteur transforme un isomorphisme en un iso- 
morphisme, i.e. si et 1 sont des isomorphismes, il en est de même 
de ® (w, ) (pour fixer les idées, on se borne aux foncteurs doubles). 
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On considérera de règle des foncteurs (et on reste toujours dans 
le cas des bifoncteurs) tels que, si 7° = K° et #° = K, l'espace 
D (K® , KM) s'identifie à KN, N étant un nombre dépendant de » 
et m. Par exemple, N = n + m pour le foncteur somme directe, 
N = nm pour le foncteur produit tensoriel, et N =- n pour le fonc- 
teur dualité d'une variable. 

Avec cette condition, quels que soient les isomorphismes À : K' 
—+ K' et B: K7—> K" (ie. les matrices À € GL(n7; K) et BE& 
€ GL(m; K)), l'isomorphisme © (4, B) est une matrice de 
GL (NW; K), si bien que la correspondance (4, B) -+ ® (4, B) 
constitue une application 
(18) GL(n;, K) X GL(m; K)—+ GL (W; K). 

Nous dirons du foncteur ® qu'il est continu si tel est le cas de l’appli- 
cation (18), et qu'il est différentiable (pour K =R) si l’applica- 
tion (18) l'est. 

Tous les foncteurs des exemples 1 à 5 sout manifestement conti- 
nus, et ils sont différentiables pour K —R. 


* + * 


Soient £ — (86, nt, #) et n — (4, n1, #) deux fibrés vecto- 
riels sur Y de rang n et m respectivement et de même base # (qu'on 
regarde pour l'instant comme espace topologique arbitraire). 
Soit {U,} un recouvrement ouvert de 7, formé de voisinages trivia- 
lisants pour chacun de ces fibrés (ce recouvrement existe évidemment 
toujours). Soient ensuite 


PLU, X Kg et pi: Ua X KT 80, 
des trivialisations de ËE et n sur U,, et 
Ph VaNUg-+GL(n;: K) et qu: UaNUs + GLi(m; K) 


les applications de transition correspondantes. 
On définit les applications 


Pr © Pia : Va NUs—+GL(nm; K) 
si l'on pose pour tout point b € U, N Un 
(ps © Pa) O) = Péa @) © Pia ()- 


Il y a évidemment continuité (et différentiabilité si, # étant 
supposée être une variété, les applications Pêa et op}, jouissent de 
cette propriété). On vérifie automatiquement (par recours aux pro- 
priétés fonctorielles seules de ©) qu'elles forment un cocycle de {U,} 
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sur le groupe GL (nm; K). Aussi, on trouve (voir proposition 2 de 
la leçon 6) un fibré vectoriel & de rang nm sur K admettant un 
recouvrement trivialisant {U,}, tel que 


Pha — Pia © Pre 


pour tout & et tout B. Ce fibré est différentiable s'il en est ainsi 
pour les fibrés & et n. 

On a construit £ muni d’un recouvrement trivialisant {U,}. Une 
question se pose logiquement : quelle est la dépendance de £ vis-à- 
vis de {U,}? 

Par construction (voir leçon 6), le fibré € intervient de concert 
avec certaines trivialisations 


EU, X Kim St 
liées aux applications q&,=çË, @ q2, par les formules 
Pha (0) = (PE, 8) * © PE ps 
où, par exemple, @£ , est l'isomorphisme K”"—+.Ff, bEU,, défini 
par 
ph (m)=@E (6, x), xEKT. 
De même 
Ph) = (pén topEr et pie = (PA 8) 1° PA pe 
où, disons, 
PE ()=pË(b, x), xEK. 
Aussi, on a pour l'application 
(ph @pas)o(phn) FE FÈO.FT, bEUQNUS, 
(p£o © Pa, o) ° (G6,) = 
= [(of!, ° PE, 0) @ (p2, ° pa, (b))] ° [(@k, (b)) © (pË ,)7 11 = 
= (9Ë,, © pay) °[(ph, @) © 92, (6)) ° (ph, (0))° 11e (9ÿ = 
= (ps © Po) © (G$, s) * 


(on rappelle que PE (b) = q£, (b) @ 4, (6) par définition). 
Ainsi, la formule 


f(P)= (p#. b © Pa, b) ” (q£, HE (bp), 
P EUx, d = n (p), définit bien l'application (évidemment bijectivo) 
{ : ga + 6, 
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cst la réunion disjointe des espaces vectoriels F5 FR bES. 
(On note que chaque fibre FË est appliquée isomorphiquement par f 
sur l'espace FË @ F2.) 

On transporte à & par f la topologie (et la différentiabilité 
pour E et n différentiables) de &t. Il est clair que le triplet (&, x, #), 
avec 1: 6—>@ la projection naturelle, est un fibré vectoriel 
(muni des trivialisations de la forme f + gl) et que l'application / 
constitue un isomorphisme de fibrés vectoriels. 

Un ensemble de l’espace & Cest ouvert si et seulement si son inter- 
section avec chacun des ensembles &b, = (nt) 1U, l'est (dans 


86.) donc (le démontrer!) si et seulement si, pour tout ouvert U & 


€ # sur lequel E et n sont triviaux, son intersection avec 8h est 
ouverte dans #8 = (nt)-!U. Aussi, une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un ensemble soit ouvert dans &@ est que son 
intersection avec &u le soit dans &y = n7'U pour un tel U. 

Comme la topologie de & y est le produit direct de topologies de U 
et X" (le démontrer!), on vient de prouver que la topologie dans & 
ne dépend pas du choix du recouvrement {U,}. Par conséquent, 
le fibré (8, x, @) est défini parfaitement (il est indépendant du choix 
de {U,}) du moment que les éléments restants de (8, x, #) jouissent 
manifestement de la même propriété concernant {U,}. 

Définition 4. Le fibré vectoriel (&, x, ®æ) s'appelle produit 
tensoriel des fibrés E et n et se note E © n. Il est différentiable dès 
que ËE et n le sont. 

Une fibre de Ë @ n au-dessus d’un point b € # quelconque est le 
produit tensoriel des fibres de E et n: 


Fist ot. 


Le fibré & construit plus haut est isomorphe à £ @ n, si bien 
que ses applications de transition Pr sont également celles de E @ n. 


+ + + 


La construction du fibré E @ n se généralise immédiatement 
à tout foncteur continu. 

Problème 11. Soient donnés un foncteur continu #-uple quelcon- 
que ® sur la catégorie des espaces vectoriels (qui est covariant en 
certaines variables et contravariant en d’autres) et les fibrés vecto- 
riels Ë,,..., £, quelconques sur &Z. Construire le fibré vectoriel 
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 (E,,..., 6») dont la More au-dessus d’un point arbitraire b de # 
est l'espace vectoriel D ESS ,..., Fe). S'arrêter sur les fibrés E*, 


PE, Enet Hom (E, 1) pour pa 


FE (Fe, Fi APTE, Fin FÈ DFE 
et 
pe | rN 
FRE M L Hom (Fi, F5) 


respectivement. 
_Démontrer que le fibré £ @ n n’est autre que la somme de Whit- 
ney de E et n obtenue dans l'exemple 2 de la leçon 7. 
Exemple 6. On définit pour une variété différentiable quelcon- 
que € le fibré vectoriel différentiable 


th =142 =(T*T, 1, Z) 


dont les fibres sont les espaces cotangents T5? de T. I] s'agit d’un 
fibré cotangent sur Z'. Chaque carte (U,h) = (U, z',..., x") de 2° 
définit une trivialisation @:U @ R"—+ T*U de ti: ‘sur Ü telle que 


@(P, a) = @ (dx')», 


avec pE Uet a — (a,...,a;) ER". 
Ce fibré admet comme sections des formes différentielles linéai- 
res sur Z. | 
Exemple 7. Plus généralement, on définit pour tout r > 0 un 
fibré A’t*Z sur Z. 
Problème 12. Montrer que Îles sections du fibré A'’t*2 sont 
éxactement les formes différentielles de degré r sur Z. 
Problème 13. Montrer que les fibrés A’t*® et (A'12)* sont 
canoniquement isomorphes. [/ndication. Quel que soit l'espace 
vectoriel Ÿ°, il existe un isomorphisme canonique entre A’7° * et 
(As) .] 
Exemple 8. Soient r > 0 et s > 0 des entiers positifs. Le fibré 
T4 © ... Q 1% ® Ty ® ... Ta: 
Lt 
r fois s fois 
noté 1,2 est un fibré tensoriel de type (r, s) sur ©. Ses sections sont 


des champs de tenseurs de type (r, s) sur © (voir leçon 111.16.) 
Plus généralement, on pose pour tout fibré vecteur E : 


TEE Q ... QE @E@... QE. 
l CR Rs 
r fois s fois 


Ainsi, TZ — TitT. . 
Remarque 3. Les sections de TSE sont exactement les champs 
E-tensoriels de type (r, s) sur # que nous avons définis plus haut. 
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+ 


11 s'ensuit que les modules FE introduits à cette occasion sont Îles 
modules des sections LT'E du fibré T?'E: 


LE TE, 


et la dérivation Y sur ces modules est la dérivation covariante (6) 
(ce qui entraîne en particulier que le problème ‘4 est évident et 
inutile). 

Dans cet ordre d'idées, les propositions { et 2 consistent à affir- 
mer l'existence (et l’unicité) des connexions sur les fibrés Ë* et TE, 
qui sont liées à la connexion donnée Y sur & par les relations (9) et (12). 


Problème 14. Chaque section s du fibré Hom (£, n) fait correspondre à tout 
b E.8 l'application linéaire s (b): F$ —+ #}, si bien que la formule 


st(p) = s(b)p, p EE, 


avec b = n (p), définit l'application s#: #5 #1 du diagramme commutatif 


et s° A 
Li 
Montrer que s* est continue (et différentiable si la section s l'est), i.e. qu'il 
s'agit d'un morphisme E + n. Montrer de même que la correspondance 
se» 5 

définit un isomorphisme du Fpe$-module T (Hom (Ë, n)) de toutes les sections du 
fibré Hom (Ëë, n) sur le Fp@-module Mor (£, n) de tous les morphismes E — 
—+ n. 

Ainsi, 
(19) Mor (£, n) — T (Hom (E, n)) 


et les morphismes £ + n ne sont autres que les sections de Hom (€, n). 


+ + + 


Quelles que soient les sections $ : # + Net s1: + E&" des 
fibrés E et n, l'égalité 
(s5 @ s1) (b) = s6 (b) @ s1(b), bEP, 
définit la section 
B@s1:8 —+ 821 
du fibré £ @ n, qu'on appelle produit tensoriel des sections s* et s'. 
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Si E et n sont triviaux sur un ouvert U, les sections 
SE@Qsn, 1<i<n, 1<k<m, 
forment évidemment, pour les bases 
Sésrsoss (OÙ 5.51 
arbitraires des F K#-modules TE et [n sur U, une base du FKkæ- 


module F (£ @ n) sur U. Par conséquent, toute section du fibrét @n 
sur U admet une représentation unique, savoir 


À @sx, k—1,...,m, 
S* étant des sections de Et sur U. 


Problème 15. Montrer que la dernière affirmation reste valable pour E 
non trivial sur U 


LEÇON 13 


Différentielle covariante. — Comparaison de trois définitions d'une 
Connexion. — Groupes de Lie. — Exemples de groupes de Lie. — 
Algèbre de Lie d'un groupe de Lie. — Espace tangent à l'unité. — 
Formule pour le crochet. 


Soit E — (6, x, #) un f-fibré vectoriel différentiable quel- 
<onque de rang » sur une variété différentiable de dimension m, et 
soit tg = (T*#, x, #) un fibré cotangent sur # (pour K = R) 
ou son complexifié si K — C. Considérons le K-fibré vectoriel 
différentiable 1% @EË et Île FKk#-module l'(t% @Ë) de ses 
sections différentiables. 

Définition 1. Une application linéaire (sur K) 


V:FrE— T(12 © E) 


est une dérivation covariante si elle vérifie l'identité de Leibniz, 
i.e. si l'on a, pour toute fonction f € FKkT et toute section s € l'E, 


(1) V Us) = df ® s + fVs. 


(On rappelle que df est une section du fibré 1%, si bien que df @s 
l'est pour 1% @ E.) 

La section Vs de 1% @ E s'appelle différentielle covariante de la 
section s. 

Si # est une variété séparée, la formule (1) entraîne (on en a vu 
un exemple) que l'application V est locale, i.e. que les sections Vs; 
et Vs, sont égales au voisinage d'un point b, E# dès qu'il en est 
ainsi pour les sections s, et s,. [En effet, si s, — s, sur un voisinage U 
de b, et que ® soit une fonction différentiable sur #, égale à 1 sur 
un voisinage WC U de ce point et à 0 à l'extérieur de U, alors la 
section ®: (s, — s,) est identiquement nulle, d'où 


dp-(S2 — 51) + PV (se — 51) = 0 sur F. 


Aussi, V (sa — s,) — 0 sur W.] La propriété décrite de V implique 
à son tour (cf. leçon 11) que V définit pour tout ouvert UC & la 
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dérivation V {uv pour le fibré Ë |y du diagramme commutatif 
e v a 
TE —— Tr @E) 


| | 
Vlu 


L'Elu) ——+ (TS ® Élu) = (tù ® Elu), 
où les flèches verticales représentent les applications de restriction. 
Ce faisant, on reconstitue univoquement V à partir de V lu, quel 


que soit le recouvrement ouvert {U,} de la variété #. 
D'autre part, si U est un voisinage de coordonnées trivialisant 
dans et si {s;;, 1< i< n}est une base du F{U-module FT lu), 


alors {dr @s;; 1<i<n, 1<4< m} est une base du F,,U- 
module l((t3 ® Elu) et on a pour tout j = 1,..., x une égalité 


(2). Vsy= Ti; dr @ si, Ti EFrU, 
1.0. | 
(2°) Vsy=oi®s, wj= Ta; dr" EQU 


(afin d'alléger les formules on substitue V à VIu), et les formes oi 


(ou, ce qui revient au même, les fonctions TÉ;) définissent parfaite- 
ment (par 


(3) Vs = (dsi + wjsi) ® s:, 
avec s — s's;) la dérivation V (plus précisément V |). 


Problème {. Montrer que s'agissant de w! quelconques sur U, l'application 
V définie par (3) est une dérivation covariante sur U. | 


Soit U”’ un autre voisinage de coordonnées trivialisant (muni de 
la trivialisation sy, . . ., s,r), et soit 


VS; — of, © Sir sur U”, 
(2°) 

Dans ce cas, 
Vs = dl, @ s1+ pi, Vs: = dpi, ® s: + po) @ s,— 

= (dpi, + pioi) @ (pi'si) = pi (dpi, + pui) @ sx, 


, / 
Sw—=@plss Ss=@pis; sur UNU. 


donc 
(4) oi = pl'pioi+ pi'dpi.. 


Inversement, si l’on se donne sur U et U” les dérivations cova- 
riantes définies par (2’) et (2”) respectivement et si les relations (4) 
sont justes, alors ces dérivations coïncident sur U f\ U* (plus pré- 
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cisément, ce sont leurs restrictions à cette intersection qui coïn- 
cident). 

Ainsi, on a la 

Proposition 1. Soit {U,} un recouvrement ouvert d'une variété 


séparée #, formé de voisinages trivialisants munis d'un système de 


coordonnées. Chaque dérivation covariante V définit pour tout «à les 
(æ) 
Jormes wi = oi sur U,, et ces jormes sur U = U, et U' = U, sont 


liées sur U fN U” par (4) quels que soient « et $. 


(œ) 

Inversement, la donnée, pour tout a, des formes &} = o; liées par 

les relations (4) définit bien une dérivation covariante V qui opère 
sur chaque U, par la formule (3). DO 


* + »* 


Or, les relations (4) sont exactement les formules (17) de la 
Jeçon 10. Si l'on compare donc l'affirmation { avec la proposition 4 
de ladite jeçon, il vient de suite que les dérivations covariantes Y 
sont en correspondance biunivoque canonique avec les connexions Sur le 
Jibré & (si bien qu'on les identifie à celles-ci). 

. Ainsi, on dispose de trois définitions d'une connexion sur un 
fibré vectoriel différentiable E (en tant que champ de sous-espaces 
horizontaux, en tant que famille d'opérateurs V, et en tant que V). 

Il existe entre ces définitions les relations suivantes: 


H=Ann(6i, ..., 6"), 
où 6— dai + wa — dai-+ Tia dz”; 
(5) Vrs= (+ Téjsi) Xhs,, 


Oz 


où s—sis, et X=Xxr 
9zh 


Vs = (ds' + wisi) @ s,=— 
= (dsi+ lÉjs' da) @s, = ( cs + Dis) de @s,, 


0zh 


qui ont lieu dans un voisinage de coordonnées trivialisant U quel- 


conque. 
Selon le problème, on utilise soit l’une, soit l’autre de ces défi- 
nitions. Il serait donc bon de pouvoir aisément passer de l une 


à l’autre. 


Problème 2. Montrer que quels que soient les espaces vectoriels #° et 3f”, 


on interprète naturellement chaque élément du produit tensoriel #°* © 3f', 
Y°® ét :nt le dual de Ÿ°, comme une application linéaire Y° —+ 3. [On a, par 
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cxemple, pour un élément 6@c, 80€ Ÿ*°,cE€Sf, 
(6 S c)(x) =8(x)e, 
où x € Ÿ°.] En particulier, la valeur (Vs), en b € .@ de la section Vs ET (tr €) 
est dans ce cas l'application linéaire T8 + # ë, si bien que pour tout champ 
de vecteurs X € a&@ la formule 
(Vs) (Xp = (Vs)s (Xo), db E B, 

définit une section (Vs) (X) (évidemment différentiable) du fibré &. Montrer que 
(8) (Vs) (X) = Vze. 
Cette formule établit une relation directe (sans recours aux sous- 
espaces horizontaux ni aux voisinages trivialisants) entre V et Vx. 

Problème 3. Soient E un fibré vectoriel complexe, et J: ba + ER l'opéra- 
teur structure complexe sur ER (voir leçon 6). Soient H une connexion sur le 
fibré ÊR" et Vr: l'Ee —+ rép: Ÿ: rép - (Fa ® ER) les dérivations cova- 


riantes correspondantes. Montrer l'équivalence des conditions suivantes: 
a. H est une connexion sur & (voir leçon 10). 
b. Pour tout champ de vecteurs X, on a le diagramme commutatif 


c. Le diagramme 
\4 
TE ——> r'(13 © ER) 
Jo > (14@ To 
Te —— Tr (1% © Ep) 


est commutatif. 
[Zndication. La condition b équivaut à la linéarité sur € de l'opérateur 
Yx, et la condition c à celle de V.] 


+ + © 


Une théorie plus élaborée des connexions sur les fibrés vectoriels 
s'inspire des résultats théoriques élémentaires relatifs aux groupes et 
sous-groupes de Lie. On laisse donc là pour l'instant la géométrie 
différentielle au profit des groupes de Lie. 

Il est connu (voir leçon 1) qu'un groupe de Lie (ou groupe diffé- 
rentiable) est par définition un groupe #, variété différentiable, 
muni de la multiplication 


(7) m:g xXS4—+9, mia, b) = ab, a, bES, 
7° 
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% 


différentiable (auquel cas le passage à l'inverse 
4—+ SG, arr a; a Cÿ, 
est différentiable lui aussi ; voir problème 4 de la leçon 1). 


Problème 4. Montrer que l'application (7) est différentiable si et seulement 
si elle l’est au point (e, e), avec e l'unité du groupe &. 


La propriété de (7) d'être différentiable au point (e, e) signifie, 
primo, que 4 admet une carte (U, h) = (U, x', ..., x") avec le 
point e et un voisinage V € U de e tels que ab € U quels que soient 
les éléments a et b de V, secundo, que (7) s'exprime dans cette carte 
par des fonctions différentiables, i.e. il existe une fonction vectorielle 
différentiable 
(8) c— ma, b), 


» 


où 
a— (a, ::., 4), b=(b, ::4 0") e—{(0;::,,0) 


application d'un ouvert h(V) X kA(V)ER"XR"=R? dans un 
ouvert k(U) R" telle que, si a:et b sont les lignes des coordonnées 
de a et b de V, c soit la ligne des coordonnées de c — ab. 

On suppose nécessairement pour fixer les idées que la carte (U,h) 
est centrée en e, i.e. que 


h (e) = 0. 


Puisque m (a, e) = a et m(e, b) = b pour tout a et tout b de :5, 
la fonction vectorielle (8) vérifie les relations m (a, 0) = a, 
m (0, b) — b, et elle s'écrit donc 


m(a, b=a+b+..., 


où les points de suspension désignent les termes de degré > 2 de la 
série vectorielle de Taylor dont aucun n'est fonction de a seul ou 
de b seul. (Afin de simplifier l'exposé, les fonctions sont supposées 
de classe C”. Dans le cas d’une régularité moindre, on remplace 
la série par le polynôme de Taylor correspondant.) 

On note a + b la somme des termes de degré 2 de la série de Taylor 
de m (a, b). Il s’agit (on le sait maintenant) d’une fonction bilinéaire 
de a et b, i.e. l'opération + représente une multiplication sur l’espa- 
ce vectoriel R'. : 

Nous dirons que # est la partie bilinéaire principale de la multi- 
plication (7) dans le groupe de Lie &. 

Ainsi, on a par définition 
(9) m(a,b=a+t+b+a+b+..., 


où les points de suspension désignent les termes de degré > 3. 
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Si a”! est la ligne des coordonnées de a”? (pour a suffisamment 
proche de e), alors ma, a”) — 0, donc a + a-!+ ax a7!l + 
+... = 0. Ainsi, 


(10) al a+tasa+t..., 


les points de suspension représentant une fois de plus les termes de 
degré >> 3. 


& + + 


Exemples de groupes de Lie. 

Exemple 1. Le groupe linéaire complet GL (n; R) étant un sous- 
ensemble ouvert de l’espace vectoriel Mat, (R) de toutes les matrices 
carrées d'ordre n est une variété différentiable. Les coordonnées de 
A EGL(n;R) centrées à l'unité E de ce groupe sont les éléments 
de la matrice À — E. Vu que 

AB—E=(A—E)+(B—E)+(4—EÆE)(B—E), 
la fonction (8) s'écrit pour GL (n7; R) 
ma, b=a+b+asb, 
où a, bet a « b sont les matrices À — ÆE, B — E et (À — E) (B — 
—E). La fonction est donc différentiable, et GL (7; à) est bien un 
groupe de Lie. Un autre groupe de Lie est sa composante de l'unité 
GL*(n; R) formée de matrices à déterminant strictement positif. 

Exemple 2. (Cf. remarque 4 de 111.16.) Conformément à la défini- 
tion 1 de III.11, un sous-groupe & du groupe GL (n7; R) est un 
groupe de Lie de matrices s'il existe un sous-espace vectoriel 
gc Mat, (R) tel que 

1° eB € S pour toute matrice BE 3; 

2° si ePES et |[B|<Iln2, alors BEg (ici |B|=n x 
x max | bf |, B = |] bj ||). 

Ce groupe est une variété différentiable (111.11, prop. 1) admet- 
tant les cartes de la forme (CU,, hc), où C € G, U, est le voisinage 
de la matrice unité ÆE dans &, formé de matrices el € & telles 
que | B|<In2, et hkc est l'application CU,-—+ Mat, (R) = R"° 
définie par 

hc(CA) = In À, A E€ U,. 


Comme la matrice In (4,4,) est une fonction différentiable des matri- 
ces B, = In 4, et BP, — In 4, pour toute 4, et toute À, de U, (le 
démontrer!), la multiplication (7) est différentiable par rapport 
à cette structure différentiable. 

Ainsi, tout groupe de Lie de matrices est un groupe de Lie. 

En particulier (voir leçon 111.11), les groupes O (n), SO (n), 
Sp (m; À), O (p, q) ainsi que les groupes U (n), SU (n) et Sp (m) 
sont des groupes de Lie. Quant aux groupes O (x; €) et Sp (m; C), 
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ce sont des groupes de Lie complexes (variétés C-analytiques et 
groupes pour lesquels l'application (7) est C-analytique). 

Un groupe de Lie 42 est un sous-groupe de Lie (ou sous-groupe 
différentiable) du groupe de Lie & si 4Z est un sous-groupe de & 
(ie. FE Bet ab-! E ÉB pour tout a et tout b de 8) et une sous- 
variété (immergée en général) de la variété &. Autrement dit, un 
groupe de Lie 4 est un sous-groupe de Lie si 5 € S et si l'injection 
t: Æ —+ 8 est un homomorphisme et une immersion (en chaque point 


a E GB) à la fois. 


Problème 5. On nul ose que le sous-groupe & du groupe de Lie % est 
uuni d'une structure di fenti le par rap ort à laquelle € est un pure de 
Lie, et que l'injection 1:  —+ $ est di Fentiable en l'unité « de $ et y est 
une immersion. Montrer que est un sous-groupe différentiable du groupe de 
Lie $. [Zndication. Tout élément a € S vérifie le diagramme commutatif 


La 
Fe ———> 
cn Ja à 


ES, 


où les flèches horizontales Z, sont les difféomorphismes r > ar, avec x € 5 
dans la ligne supérieure et x € $ dans la ligne inférieure.] 


Exemple 3 (suite de l'exemple 2). Pour le groupe de Lie de 
matrices , l'injection 4—+ GL (n; R) est définie en coordonnées 
au voisinage de la matrice unité Æ par l'application B—+ eB, la 
matrice B à éléments les coordonnées de la matrice À € & étaut 
égale à In A. Puisque 


del ; fEi = . tEi+0 (t1) i 
— | = Jim "= Jim} = E#;, 
0 t.0 { t—0 4 


avec Ej l'unité matricielle (matrice qui a tous ses éléments = 0, 
sauf l'élément à l'intersection de la i-ième ligne et de la j-ième colonne 
qui est égal à 1), l'injection en question est une immersion en E. 
Aussi, 4 est un sous-groupe différentiable du groupe de Lie GL (7; À). 

Exemple 4 (qui généralise l'exemple 1). Soit .4 une R-algèbre 
associative quelconque de dimension finie avec unité e (i.e. c'est un 
espace vectoriel de dimension finie qui est de même un anneau asso- 
ciatif avec unité e muni de la multiplication homogène (définie par 


À (ab) = (Aa) b = a (Ab) 
pour tout a et tout b de .4 et tout nombre À € 1)). Si a!, bt et ci, 


1<i< n, sont les coordonnées de a, bet c dans une base e,,...,eh 
de l’espace vectoriel .4, alors 


(12) ci = yl,aib*, 
avec Vhr des nombres (constantes de structure de l’alzèbre # dans la 
base e,, ..., eh). 
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Chaque élément a € .4 définit l'opérateur linéaire 
La'tdl—+ A, 2 a7, zEÀ 


(représenté dans la base e,,...,e, par la matrice || yf,a’ ||), et a — 
+ L, détermine un homomorphisme de l'algèbre .{ dans l'algèbre 
End .4 de tous les opérateurs linéaires sur l’espace .{, qui est mani- 
festement un monomorphisme (quand Z, = 0, on a a = L,e = O0). 

En particulier, un élément a €.4 est inversible (i.e. il existo 
a”! E.4 tel que aa — aa”! — e) si et seulement si l'opérateur L, 
est inversible (non dégénéré). Aussi, l’ensemble 4° de tous les 
éléments inversibles de .{ (qui constitue évidemment un groupe 
pour la multiplication) est ouvert dans .4, i.e. c'est donc une variété 
différentiable. Comme les coordonnées de a € 4 centrées en e sont 
les coordonnées dans la base e,, .. ., e, de l'élément a — e ct vu que 


(13) ab —e— (a — e) + (b — e) + (a — e) (b — e), 


le groupe .4° est un groupe de Lie. 

Lorsque #4 = Mat, (R), on retrouve le groupe GL (n; à). 

Les coordonnées a!, ..,a"dea€.4° étant les coordonnées li- 
néaires de a — e, on identifie la ligne a des a!,..., a" à a — e,et la 
partie bilinéaire principale de la multiplication dans .4° s'exprime 
par 

asb=ab—a— b. 
Cette opération très importante en théorie des algèbres s'appelle 
multiplication de Jacobson. 


On note que dans le cas de 4°, la formule (9) ne contient pas de 
termes de degré 1 (qui figurent par contre dans la formule (10)!). 


+ + + 


L'application (11) est un difféomorphisme pour tout élément a 
d’un groupe de Lie & arbitraire, si bien qu'on définit pour tout 
champ vectoriel X sur S le champ de vecteurs 

LEX :br(dL:)5 Xov, EG 


(voir formule (9) de 111.47). 
Définition 2. Un champ de vecteurs X E a@ est dit invariant 
à gauche si 
Li X = X pourtout a € 8, 
1.e, Si 
(14) Xav = (dL)5X x quels que soient a et b de &. 


Il est clair que l’ensemble g de tous les champs vectoriels inva- 
riants à gauche sur # est un sous-espace vectoriel de l'algèbre de Lie 
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a des champs vectoriels sur 4. Comme 
Li [X, Y] = [LEX, LEYy] 


pour n'importe quels champs X et Y sur & (voir remarque 1 de 
II1.17), ce sous-espace est de plus une sous-algèbre de a@, donc une 
algèbre de Lie. 

Définition 3. L'algèbre de Lie g s'appelle algèbre de Lie du 
groupe de Lie &. 

Cette algèbre sera également notée { (&) (ou 1). 

Exemple 5. Pour toute algèbre associative ./, le groupe de Lie .4° 
constitue une sous-variété ouverte de l'espace vectoriel #, si bien 
que l'espace tangent T,.4 à .4° en un point a E.4° quelconque 


s'identifie naturellement à .4, et si z!, ..., rx" sont les coordonnées 
suivant la base e,, ..., e, dans #, il correspond alors à la base .4 
ô ; 6) 
(ar) +5 (ar), 
de T,.{ la base e, ..., e,. Ainsi, chaque champ de vecteurs X sur 
Æ#° est interprété comme application 
(15) X:4A4°— 14. 
En coordonnées z!, ..., x”, l'application Z,, : #4°—> 4°, t-+ax, 


a € A°, s'écrit 
yi=vil,air". 


Puisque 


(dL,)s: Ty —+ Tov4°, assimilée à .4—+ .4 par suite des identifi- 
cations T,.4° — # et T,,.4° = .4, coïncide avec l'application Z, 
(la partie linéaire principale d’une fonction linéaire est cette fonction 
elle-même). Ainsi, la condition (14) qui fait du champ (15) un champ 
invariant à gauche, s'écrit 

XoL, = Lio X, 


i.e. 

(16) X (ab) = aX (b), a, bE.1{°. 
On pose c = X (e), il vient 

(17) X (ad = ac, cE A. 


Puisque toute application de la forme (17) vérifie manifestement la 
relation (16), on dit que Les champs vectoriels invariants à gauche sur 
le groupe de Lie .4° sont en correspondance biunivoque canonique avec 
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les éléments de l'algèbre .4. 11 correspond à c € .{ un champ X tel que 
td) 


— LD 
(18) X,=(ac) Ex ), 
en tout point a € .4°, (ac) étant les coordonnées de l'élément ac. 
La formule (18) signifie que, dans la carte (4°, x', ..., x"), les 
composantes Xi de X sont définies par 
d'où 
OXŸ _ ; k 
oz À 


Si Y est donc un autre champ vectoriel invariant à gauche sur & et 
s'il est associé à un élément dE.4, alors (voir formule (24) de 111.16} 
on a pour les composantes [X, Y]! du champ [X, Y1: 


OV sax. , 
[X, Y]'= er er Ai Vigo" vi d'— vi,r'd'yic= 
= vf, (cc) d'— vi (xd) c° = (zcd) — (ze) = (zfe, dj)', 


avec [c, dl — cd — dc. Il correspond donc au champ [X, Y] l'élé- 
ment [c, dl. 

L'espace vectoriel # est une algèbre de Lie pour l'opération c, 
di [c, d] (le vérifier!l). On l’appel'e algèbre de Lie des commutateurs 
de l’algèbre associative .4 et on la note [.41. 

L'affirmation démontrée s’énonce en ces termes: l'algèbre de Lie 
1 (4°) du groupe de Lie .Æ° s'identifie naturellement à l'algèbre 
de Lie [.4]: 

1(Æ°) = (41. 


En particulier, { (GL (x; R)) = [Mat, (R)]. 

Cela explique l'emploi du symbole g{(n7;, ?) (ou gf (n) tout 
court) pour l'algèbre de Lie [Mat, (R)] (cf. leçon III.11). 

[Dans 111.14, on a introduit les algèbres de Lie (pour les groupes 
de matrices seulement!) d’une autre manière. S'agissant de GL (x; 
R), les deux façons d'agir conduisent au même résultat. On montre- 
ra plus loin que c'est également le cas des groupes de Lie de matrices 
arbitraires.] 


* + + 


Soient 4 un groupe de Lie quelconque, g son algèbre de Lie, 
et T,9 l'espace tangent à & au point e € . Soit l'application 
(19) g—> T,9, XX, 
qui associe à chaque champ de vecteurs X € g sa valeur X, ene. 
Elle est évidemment linéaire. 
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Proposition 2. L'application (19) est un isomorphisme d'espaces 
vectoriels. 

Démonstration. Soit À un vecteur quelconque de TG. 
On pose puur chaque point a € &: 


Xa = (dL).4. 


On aura l'affirmation voulue si l'on démontre que 

a. L'application a X, est différentiable, si bien que (puisque 
X, E T,S$) c'est un champ vectoriel sur &. 

b. Ce champ est invariant à gauche (est dans 8). 

c. L'application 


(20) T,9— 93, Ar xX, 


est l'inverse de (19). 
Il suffit de signaler, pour avoir €, que, premièrement, on a X, —- 
— À par construction, et, deuxièmement, 


Xa = (dLa)eX 


pour tout champ vectoriel invariant à gauche X. 
L'affirmation b n'est pas difficile à vérifer elle non plus. Coin- 
me L, o L, —= Lib, donc (CUPATS ° (dLs). = (dLob)es on à 


(dLo)sXr = (dLo)» ((dLe)eA) = (dLob)eA = Xab- 


Afin d’avoir a, on trouve les composantes de X, exprimées en 
coordonnées locales. 

Soient U et V les voisinages de coordonnées considérés ci-des- 
sus tels que la multiplication dans @ soit exprimée par la fonction 
vectorielle (8). Quand a € V, l'application Z, sur Vest définie par 
la fonction b:—> m (a, b), donc (dZ,), par 


@L) (2) = (hs vies sn, 


mi = mi (a, b) étant les composantes de m (a, b). 
Par conséquent, on a pour les composantes Xi du champ X sur F: 


1 (5m! 
{21) Xi ( = ), 45, 
avec À? les composantes de À dans la base (2) sie, 53 SNS 
ôzt/, 


bien que X{ sont des fonctions différentiables de a. Ainsi, le champX 
est différentiable sur le vaisinage V. 

D'autre part, l’ensemble gY = L,V est ouvert et le couple 
{gV,ho L:1) est une carte quel que soit g E 4. Si Xi sont de plus 
les composantes do X dans la carte (V,h), alors la propriété d’inva- 
riance à paca fait que X'° L, sont celles de X dans la carte 
(gV, ho L;'). Aussi, le champ X est de même différentiable sur tout 
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ensemble gV. On note que les ensembles de la forme gV, g E 4, re- 
couvrent le groupe & tout entier, ce qui achève la démonstration. [ 

Dans le cas des groupes de Lie de la forme .4°, la proposition 2 
découle encore des résultats de l'exempJe 5. 

Corollaire 1. L'algèbre de Lie g — 1 (9) est de dimension finie, 
et sa dimension est égale à la dimension n du groupe G. 

On applique le crochet de Lie à l'espace vectoriel T,9. On 
pose pour tout À et tout B de T,G: 


(22) [A, B) = 1(X, Y1., 


X et } étant des champs vectoriels invariants à gauche sur # tels 
que À, = À et ÿY, = B. 

Daus cette hypothèse, l'espace T,@ est une algèbre de Lie cano- 
niquement isomorphe à l'algèbre de Lie 8. On identifiera de règle 
ces deux algèbres. 


+ *# + 


Chose remarquable, on trouve pour le produit (22) des vecteurs 
A, BE T,9 une formule explicite simple qui l'exprime par la 
multiplication (7) dans le groupe de Lie & ou, plus précisément, par 
sa partie bilinéaire principale a + b. 

L'opération * dans R'" est construite par définition à l'aide 
d’une carte (U, h) = (U, x!,..., x") centrée en e. C’est cette carte 
qui détermine également la base 


(23) (a). (5). 


de l’espace T,®, i.e. l'isomorphisme de coordonnées T,3-—+>R" 
(qui n'est autre, par suite de T,R" — R", que la différentielle 
(dh). en e de l'application de coordonnées À : U->R"). On transporte 
par l’isomorphisme (dk). l'opération s de R”° dans T,@, i.e. on 
accepte pour À * B, avec À, B € T,3 quelconques, un vecteur dont 
les coordonnées dans la base (23) forment la ligne a # b, a et b étant 
les lignes des composantes des vecteurs À et B respectivement. 

Il y a lieu de noter que l'opération + dans T,@ dépend du choix 
de la carte (U, h). 

Il se trouve que l'opération (22) s'exprime aisément par l’opéra- 
tion + dans T,G. 

Proposition 3. On a pour tout vecteur À et tout vecteur B de T,9 


(24) (4, B=A42B—Bs A. 
Démonstration. Par définition, [4, Bl ={X, Y1,, où 
À et Y sont des champs vectoriels invariants à gauche tels que 


X.—=AetY, — B. Ce faisant, dans la carte (U, x',..., x") quel- 
conque les composantes Xf et Yi des champs X et Ÿ sont définies 


8e 
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selon (21) par les formules 


i 

où (7) sont les valeurs que les dérivées partielles des compusan- 
0 

tes m° (a, b) de m (a, b) par rapport aux composantes bi du vec- 

teur b prennent au point (0, 0). Par conséquent (voir formule (22) 

de 111.16), on a pour les composantes [X, Y]li — [4, Bli du vec- 


teur [4, B): 
5 f ômi: 6mi ômi 6mi . 
(4, BY — PA rare LB (5) 2 (ar Jo 4 = 


= (AA) (), (on se 


Mais on a conformément à (9) 
mi (a, b)=aï+b!+yi ab + ..., 
Yi,a*b! étant les composantes du vecteur asb. Donc, 


= het, = 
et 
mi \ _ .i dimi 
rs Dr 7CY TT LL 
Ainsi, 


(4, Bji= (4*B! — BA!) 6j y} = yhA*B! — yhB*Al= (4 « Bji—(B + A)\, 
ce qui prouve la formule (24). O 
Remarque {. L'opération # s'écrit de façon unique comme somme 
AsB—-A:B<+As:8B, 
1 2 


* étant commutative et s anticommutative. La proposition 3 si- 
1 


2 
gnifie que + est exprimée par le crochet de Lie 
2 
AsB=+{[A, B}, 
2 


si bien que cette opération ne dépend pas du choix de (U, h). [Il 

y a plus. On montrera plusloin qu'on choisit une carte (U, h) telle 

que la partie commutative À = B du produit À * B soit identique- 
1 


ment nulle.] 


Problème 6. Etablir la variation de l'opération + avec le changement de 
carte (U, h) et vérifier en particulier que la partie anticommutative de s« reste 
dans ce cas invariante. 
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Sous-groupes à un paramètre. — Application exponentielle et coordon- 
nées normales. — Groupe de Lie muni d'une multiplication exprimée 
par la multiplication dans son algèbre de Lie. — Différentielle de la 
représentation adjointe. — Opérations dans l'algèbre de Lie d'un groupe 
de Lie et sous-groupes à un paramètre. — Sous-groupes de Lie d'un 
groupe de Lie. — Distributions et leurs sous-variétés intégrales. — 
Théorème de Frobenius. — Sous-variétés des variétés vérifiant le deu- 
xième axiome de dénombrabilité. — Unicité de la structure d'un sous- 
groupe de Lie. 


Définition Î. Une courbe différentiable 
B:R—+% 


définie sur tout l'axe R s'appelle sous-groupe à un paramètre d'un 
groupe de Lie & si elle est un homomorphisme de groupes, i.e. si 


B(s + 1) = B (s) B (1) 
est juste pour.tout s et tout t de R. 
Manifestement $ (0) — e. 


Un sous-groupe à un paramètre est (soulignons ce fait) une 
application et non un ensemble. 


Problème 1. Montrer que tout homomorphisme ff: R —+ $& est une appli- 
cation différentiable (L.e. un sous-groupe à un paramètre). [Zndication. Ecrire $ 
en coordonnées locales et démontrer sa différentiabilité au point 0.] 


Exemple 1. L'application constante 
const.:te, ER, 


est un sous-groupe à un paramètre. 

Exemple 2. Soient # le groupe de Lie de matrices, et g un 
sous-espace vectoriel de Mat, (R) (voir définition 1 de JII.11 et 
exemple 2 de la leçon 13). Quelle que soit la matrice B€ 39, l'appli- 
cation 


(1) B'iiretl, ER, 
est évidemment un sous-groupe à un paramètre de <. 


Problème 2. Montrer que tout sous-groupe à un paramètre du groupe de 
Lie de matrices # est de la forme (1). 

Problème 3. Montrer que 

19 pour tout élément b de l'algèbre associative Æ de dimension finie, la 


gérie 


. pt bn 
e =e+b+- + s…. Fate. 


converge; 


206 . LEÇON 14 


20 l'application 
(2) Bitiæeib, bCs, 
est un sous-groupe à un paramètre du groupe de Lie .#°; 

39 chaque sous-groupe à un paramètre de .#° s'écrit sous la forme (2). 

Il se trouve qu’on décrit de façon analogue les sous-groupes à un 
paramètre de tout groupe de Lie &. Faute de place, nous le ferons 
dans plusieurs problèmes. 

Problème 4. Soit f:2 —% une application différentiable arbi- 
traire de variétés différentiables. Montrer que pour toute courbe 
y:1-- ©, on a en chaque point tEI 


(3) Ge y): (t) = (dfyen v (6). 


[Zndication. Si f est donnée en coordonnées locales par la fonction 
vectorielle y = y (x) et y par x = x (t), alors 


one di (&() 8. = 
(fo?) (2) au dt es | (ovXt) 


___ ôy? dzt ÿ à __ dzi 9 : 
| gzi dé (5 } ti = dt fr (x )xn © 


dz! ô ° 
= (dfhreo ( T ( + un) = (df)ven v (&) 
pour chaque t € 7.) 
Problème 5. Montrer que chaque sous-groupe à un paramètre f 
d'un groupe de Lie @ est une courbe intégrale (évidemment maximale) 
d'un champ vectoriel invariant à gauche X € $, i.e. 


p (t) = Xp pour tout t ER. 


(Indication. Le champ X est caractérisé par la condition ®, — 
— $ (0). On applique (2) à L, : 9-—+ & et à la courbe B, il vient 


Xa = (dLo)eXe = (äLa)eB (0) = (La © B)° (0) 
pour tout point a € $. D'autre part, si a = f (t), alors L, o f:sr—+ 


++ B (s+t), donc (Z o B)' (0) = $ (OB. 

Problème 6. Montrer que chaque groupe de Lie 8 est une variété 
séparée. [Indication. La diagonale A du produit 3 X est l'image 
réciproque de l'unité e de & par l'application continue (a, b) ++ 
—> ab”! 

Aussi, il existe pour tout champ vectoriel X sur et tout a € 3 
(voir théorème 1 de III.17) une courbe intégrale maximale unique 
Ba : 2, —> 8 de X qui passe pour t—=0 par le point a. Soit I = I, 


et p — B.. 
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Problème 7. Montrer que si X est invariant à gauche, alors fi, — 
= L, © $. [Indication. Comme 


(Lao B)° (t) = (dLa)au B (4) = (dLe)gu Xe = Xaptn = X(LacBit) 


L; © B est une courbe intégrale (évidemment maximale) de X qui 
passe pour t — 0 par le point a.] 

Problème 8. Démontrer que sis, t, s++€1I, alors 
(4) B (s + 1) = 6 (s) B (0). 
[Zndication. Les deux courbes t ++ B (s+t) et tr B(s) B (t) sont des 
courbes intégrales du champ invariant à gauche X, qui passent pour 
t=0 par $ (s).] 

Problème 9. 11 existe pour tout nombre t € R un entier nr > 0 
tel que t/n € I. Montrer que la formule 


(5) vO=8(+) 


définit bien une courbe différentiable y:R—><@, sous-groupe à un 
paramètre. [ Indication. Si + EI et ET, alors —— EL, si bien 


que 
GG) € 6) GS) 

en vertu de (4). Ainsi, (5) est licite. Si de plus EL, il existe 

e >> 0 tel que El pour tout £, |t—t,|<<e, i.e. la courbe est 


différentiable. | 


Problème 10. Montrer que La courbe (5) est une courbe intégrale 
(manifestement maximale) de X invariant à gauche. {Indication. La 
courbe (5) étant un sous-groupe à un paramètre, la courbe L, o y: sr 
-+ ay(s) coïncide pour tout point a—#(t) avec la courbe s -- 
->y(s +t), si bien que 


Ÿ (#) = (La » ÿ)' (0) = (dLe)e (0) = 
= (dLa)e y (0) = (La)eXe = Xa = Xyn 


quel que soit t€ X.] 

Comme y (0) = e, cela prouve que y = B (et, en particulier 
que 1 = R). 

Finalement, on a la 

Proposition 1. Les sous-groupes à un paramètre d'un groupe de 
Lie $ sont exactement les courbes intégrales maximales des champs 
vectoriels invariants à gauche sur $, qui passent pour t = O par le 
point e. O 
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Corollaire 1. Pour tout vecteur À € T,9, il existe un seul sous. 
groupe à un paramètre f tel que 


B (0) = 
Ainsi, les sous-groupes à un paramètre d'un groupe de Lie & 
sont en correspondance biunivoque canonique avec les éléments de 
l'algèbre de Lie g — 1 (3). 
Nous noterons fx ou f 4 (4 = ZX.) le sous-groupe à un paramètre 
associé à l'élément X € g. Ainsi, on a par définition 


Ba (0) = À 
pour tout vecteur À de T,@. 


$ + ss 


Définition 2. Une application 
exp: T,3— 4 
définie par la formule 
exp À = 4 (1), À € TS, 


est dite exponentielle. 
Le vecteur tangent en 0 à la courbe t -> f4 (At), À ER, est évi- 


demment le vecteur AB A (0) = ÀA, et la courbe est un sous-groupe 
à un paramètre. Par conséquent, 


(6) Ba (À) = Baa(t) tER. 


I] en résulte pour t = { l'égalité B4 (À) = B;4 (4), i.e. (après 
la substitution À — t) 
(7) Ba (?) = exp t4. 


Cela signifie en termes de l'exemple 2 que l'application exp étend 
l'application matricielle À > 64 à tout groupe de Lie %. Cela 
‘explique le nom qu'on lui donne. 

Selon (7), on a B4 (— 1) = exp ' A) et BA A L Ba (4) = 
= B, (0) —e, si bien que exp (— 4) = B4 (1), 


(8) exp (— À) — (exp 4)-!, AE T,S. 


Afin de simplifier les formules, on écrira exp À -! au lieu de (exp A)". 
Il est bien connu (voir leçon 111.17) que chaque champ vectoriel X 
définit un flux maximal {y} tel que pr (a) = Ba (t), avec RQ la 
courbe intégrale maximale de X, qui passe pour t= 0 par le point a. 
Puisque les courbes B, sont définies pour X invariant à gauche sur 
l'axe R tout entier, pour chaque X sur @ le flux {,} est composé 
de difféomorphismes G—+ 4 (on dit qu'il est fotal). On a f, (t) — 
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— afx (t), et ces difféomorphismes sont donc définis par 
Pr(a) — a-exptA, tEXR, a EG, 
où À = X,, i.e. il s'agit des difféomorphismes Re;p 14: 

Comme B, (0) —e et B4 (0) — À, dans une carte (U, x!,...,x") 
arbitraire centrée en e, la courbe 8, est définie par la fonction vecto- 
rielle x (ft) de la forme 

x(t) = at +e, (a) +... + Cm (a)é —..., 


où a est la ligne des coordonnées du vecteur À dans la base 


(r). (mr) 


de T,5 et où c, (a), . . ., Cm (a), ... sont des fonctions vectorielles 
de a (ce sont des fonctions différentiables en vertu du théorème qui 
énonce la dépendance différentiable des solutions des équations 
différentielles vis-à-vis des données initiales). Ce faisant, si | À | est 
suffisamment petit (pour que U contienne un point de coordonnées 
z' (M), 1<i<n), on a identiquement en t par la formule (6): 
(a)t + ce (a) +...+en (Aa) Ê +... — 

= a (At) + ce; (a) (À)? +... + cm (a) (AT +... 
D'où 

ce (Aa) = 2e, (8), .…… Em (ka) = À"Cm (2), 

i.e. quel que soit m>2, c, (a) est une fonction homogène de degré 
m de a. 


Problème 11. Montrer que les fonctions ec (4) sont des polynômes en a 
(i.e. que toutes leurs composantes sont des polynômes à n indéterminées a!, ... 
++ 07). 


Puisque 
Am dCm (a) _ 9 [AMCm (a)] =7 Cm (Aa), 
Oai dal da 

toutes les dérivées partielles d'ordre 1 de chaque c,, sont des fonc- 

tions homogènes de degré m — 1=> 1, si bien que leurs valeurs 
au point 0 sont nulles: 

dCm 

(9) ai 


), = 9 pour tout m> 2 et tout i = 1,...,n. 


D'autre part, si le vecteur a est suffisamment petit (pour qu'il 
existe dans U un point de coordonnées z' ({)), le point exp À appar- 
tient au voisinage l’,et ses coordonnées zi sont données selon (8) par 


(10) zi=a+ci(a)+...+ci(a)+ ..., 
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avec a', cf (a), ..., ci, (a), . .. les coordonnées des vecteurs a, 
C2 (a), - -., Cm (a). On a donc par définition que dans un voisinage 
du point OE TS l'application exp s'écrit en coordonnées par les 
Jonctions (10). 

Comme les valeurs des dérivées partielles de (10) au point 0 
sont données en vertu de (9) par 


ôzi __ gi 

da ), ne 
i.e. elles forment la matrice unité E, il en résulte que la différen- 
tielle d exp,en 0€ T,® de l'application exp, qu'on considère comme 


application 
d expo: T9 —+ T,9 
par suite de l'identification T, (T.9) = T4, est l'identité. 


Aussi ; 
exp: T.4—+ 


est étale au point O, i.e. c’est un difféomorphisme du voisinage du 
point 0 de l'algèbre de Lie T,$ = g sur le voisinage du point e du 
groupe de Lie SG. 

Ces voisinages s'appellent voisinages normaux (de 0 et e respecti- 
vement). [D'ailleurs, on exige d'ordinaire que les voisinages nor- 
maux UV) de T,3 soient étoilés (i.e. si À € UO), alors AA € UU) pour 
tout À, OLA 1).] 

Pour tout voisinage normal U du point e dans le groupe &, le 
composé À de l'application exp-!:U—+> T,S et d'un isomorphismo 
de coordonnées T,£-+> 2” quelconque est un difféomorphisme de U 
sur l’ensemble ouvert k (U)c 1". Cela signifie par définition que 
le couple (U, h) est la carte en e du groupe de Lie 4. 

Ces cartes sont dites normales, et les coordonnées locales corres- 
pondante:s sont normales elles aussi. (On leur donne aussi le nom de 
coordonnées canoniques de première espèce.) 

Les coordonnées normales sont évidemment caractérisées par le 
fait que les sous-groupes à un paramètre sont donnés en ces coordon- 
nées par des fonctions linéaires. 

Problème 12. Démontrer qu'un groupe topologique connexe est 
engendré par tout voisinage U de l'unité. (Indication. L'ensemble 
formé de tous les produits possibles d'éléments de U est ouvert et 
fermé à la fois.] 

En particulier, si un groupe de Lie 4 est connexe, il est engendré 
par tout voisinage normal Ü de l'unité. Vu que UC exp g, on en 
déduit que chaque groupe de Lie $ connexe est engendré par l'ensemble 
exp g. (En général, exp 93  #.) 

Problème 13. Définir l'ensemble exp g pour les algèbres de Lie g = 


= Ql (n; R) et s0 (n) et vérifier que ce sont justement ces ensembles qui 
engen irent les groupes GL* (e; R)et SO (n) (ceci étant, exp 80 (n) — SO (n)). 
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Un voisinage normal U, quelconque du point 0€ T.£S contient 
(le démontrerl) un voisinage V, tel que, quels que soient les vecteurs 
À, BE V,, le point exp A:exp B appartienne au voisinage U — 
— exp ULdee E &. Ce point s'écrit donc exp C, avec CE Us. On 
pose 


(11) C = m (A, B). 
Ainsi, on a par définition 
exp A-exp B = exp m (4, B) 


pour n'importe quels vecteurs À et B de V,. 

L'image a de À par un isomorphisme de coordonnées T,&-> R" 
quelconque n’est autre que le vecteur coordonnées normales du point 
a = exp À dans la carte normale (U, h) correspondante. Aussi, le 
vecteur fonction m (a, b) qui est dans cette carte la multiplication 
dans le groupe & (voir formule (8) de la leçon 13), exprime en coor- 
données l'opération (11). Par conséquent, 


m(4,B=-A+B+AsB+... 


l'opération + étant transportée de la leçon 13 (formule (9)) dans 
T,$ par l'isomorphisme (dh),: T.$—- R'" (il s'agit en fait de + de 
la proposition 3 de ladite leçon, qui est construite à l'aide de la 
carte normale (U, h)). 

Il est connu (voir formule (10) de la leçon 13) que pour toute 
carte (U, h) centrée en e, le vecteur a-! coordonnées du point a”! 
est donné par 


al a+asa+... 
D'autre part, si (U, h) est normale, alors a-! = — a conformé- 
ment à (8), ce qui prouve que a + a = 0, i.e. que l'opération + cons- 
truite moyennant les coordonnées normales est anticommutative 
(dans 2" et, partant, dans T,@), si bien qu'elle s'exprime (voir 
remarque À de la leçon 13) par la multiplication dans l'algèbre de Lie : 


A+B=+[4, B]. 
On a le 
Théorème 1. Pour tout vecteur À et tout vecteur B de T,$, conte- 
nus dans un voisinage du vecteur nul, on a la formule 


(12) exp A-exp B— exp (A+B+ +14, B\+...), 


où les points de suspension désignent les termes de degré > 3. O 


tt Ad LA 1 


Conformément à ce théorème, la multiplication dans un groupe 
de Lie & au voisinage du point e est univoquement reconstituée 
(au moins à des termes de degré => 3 près) à partir de la multiplica- 
tion dans son algèbre de Lie g. 

Remarque {. Il s’agit en fait d'une reconstitution complète (les 
termes de tout degré de (12) s'expriment par [,])}, mais la démons- 
tration nous entraînerait hors du cadre de ce cours. 

Le théorème 1 a beaucoup de corollaires de valeur. Faute de place, 
nous Îles exposerons sous forme de problèmes. 


$ + + 


Pour tout élément a de &, l'application (manifestement diffé- 
rentiable) 


(13) int,:9—+ 8, rpaza!, z EG, 


est un automorphisme de & qu'on appelle automorphisme intérieur 
engendré par a. La différentielle d (int,), au point e de int, est un 
opérateur linéaire inversible de T,9 dans T,S qu'on note Ad a. 
L'application 

(14) Ad : a-+Ad a 


est une application (évidemment homomorphe) du groupe # dans le 
groupe Aut 8 des opérateurs linéaires inversibles de l’espace vecto- 
riel 4 = T,$. Elle est connue sous le nom de représentation adjointe 


du groupe de Lie SG. 
Problème 14. Montrer que l'application Ad est différentiable. 
La différentielle au point e de Ad est notée ad. C'est l'application 


linéaire 
a —+ End g 


de g dans l'espace vectoriel { (Aut g) — End g des applications 
linéaires g—+ 9. 

Problème 15. Montrer que quels que soient les éléments À et B 
de g, on a l'égalité 
(15) (ad 4) B = (4, BI. 
[Zndication. L'application s++ Ad (B4 (s)) B étant une courbe dans 
un espace vectoriel, on a 


[(Ad » 84)" (0)1B = lim ANA (D Aer B. 


et par suite de la formule générale (3), ad À — (Ad » ,)° (0), 
Ad (B4 (s)) B= (int ,«0 ° Bs)° (0). 
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D'autre part, on a selon (12): 

(16) (intg,« e Bn) (t) = (exp 54) (exp tB) (exp sA) 1 — 
=exp(tB+st(4, B]+...), 

donc, Ad (B,(s)B=B+s{4, Bl+...] 

Problème 16. En déduire l'égalité 
(17) Ad (exp À) = ead 4 
pour tout élément À € g. [!ndication. Les deux courbes 
t— Ad (texp À) et t-æetadA 
sont des sous-groupes à un paramètre du groupe de Lie Aut 9,,, 


qui possèdent pour { — 0 un même vecteur tangent, savoir (d Ad),4 = 
— ad 4.] 


+* + + 


Problème 17. Soient u, et u , des courbes de & qui passent pour 
t = 0 par le pointe et qui possèdent en t = 0 les vecteurs tangents À 
et B respectivement. Montrer que la courbe 
tua (t)ug (t) 
a en t — 0 le vecteur tangent À + B et que le vecteur tangent en 
t — 0 à la courbe 
tua (t)us(t)us (us (1) 


avec t = sgn t-V | t |, est [AÀ, B] (il s'agit donc dans le dernier cas 
d’une courbe différentiable C'en t = 0). [Indication. Avec l'’hypothè- 
se faite, 


ua (t) = exp (tA +...) et ug(t) = exp ({B +...). 
Par conséquent, la formule (12) implique 
ua (t)up(t) = exp (t (A + B) +...) 
et 
us (t)up(Dua (t)-lus (x)! = exp (t{A, B] +...).] 

J] en résulte en particulier que quels que soient les éléments À € 
EgetBE3, les éléments À + B et (4, B] sont les vecteurs tan- 
gents au point { — 0 aux courbes 

tea) Bot) et ti Ba (rt) Ba (t) Ba (t) 0 (t)””, 


où B, et B; sont des sous-groupes à un paramètre associés à À et 
à B respectivement. Ce fait (joint à la formule (5)) décrit les opéra- 
tions dans l’algèbre de Lie g en termes des sous-groupes à un para- 
mètre. 
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+ XX + 


On rappelle (voir leçon 13) qu'un groupe de Lie #7 est un sous- 
groupe de Lie (ou sous-groupe différentiable) d'un groupe de Lie 8 
si € est contenu dans $ et s’il est un sous-groupe et une sous-variété 
dans &, i.e. si l'injection t : 8 —+ 4 est homomorphe, différentiable 
et constitue uno immersion. 

Il y a intérêt à donner un nom aux sous-ensembles d'un groupe 
de Lie $ qui sont également des sous-groupes de  cousidéré comme 
groupe abstrait dont on néglige la topologie et la structure diffé- 
rentiable. Faute de mieux, nous parlerons dans ce cas des sous- 
groupes abstraits. 

Ainsi, un sous-ensemble G£ d'un groupe de Lie est par défini- 
tion un sous-groupe de Lie si et seulement s'il est 

a) un sous-groupe abstrait ; 

b) une sous-variété, i.e. une variété dans & telle que l’injec- 
tion 1: Æ—+ 4 constitue ° 

b,) une application différentiable; 

b,) une immersion (i.e. pour tout point p € &£, l'application 
linéaire (dt),:T)#%— Th@ est monomorphe); 

c) un groupe de Lie (la multiplication 8 X 38—+ #8 est une 
application différentiable). 

Il s’agit en fait des conditions interdépendantes dont certaines 
peuvent être déduites des autres (ou sensiblement affaiblies). On 
sait par exemple (voir problème 5 de la leçon 13) qu'on n'exige b,) 
et b,) qu'en l'unité e du groupe & (un sous-groupe abstrait ‘#, 
groupe de Lie, est un sous-groupe de Lie si l'injection 1: 8 —+ 3 est 
différentiable au point e et y est une immersion). 


Problème 18. Démontrer qu'un sous-groupe abstrait est un sous-groupe de Lie 
s'il est une sous-variété connexe (étant donné la connexité, c) découle de a) et b)). 
[Zndication. Cf. proposition 2 de la leçon 15.] 

Problème 19. Démontrer que la condition b,) est une conséquence de a), bi) 
et c). [Zndication. Il est clair que pour tout sous-groupe à un paramètre f: R —+ 
—+ge d’un groupe de Lie %, l'application 10f : R —+ $ est (sous la condition 
b,)) un sous GrONpe à un paramètre d'un groupe de Lie %. D'où le diagramme 
commutati 


(COR 
Te ——2T.S$ 


Cxp exp 


t Y 
RH —> $ 


Si  PReation (du), n'est pas monomorphe, il existe donc un vecteur À -£ 0 
dans CA VS ns normal de l'élément zéro de T,3€ tel que exp À = e, égalité 
impossible. 


On suppose comme toujours que le monomorphisme (di).:T,3#9 — 
—+ T,$ est une injection, ie. T,#c T.S. 
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Problème 20. Démontrer que l'algèbre de Lie 5 — T,5# est une 
sous-algèbre de l'algèbre de Lie 3 = TG. 

Si #8, est la composante de l’unité d'un groupe de Lie £ (et, 
partant, un groupe de Lie connexe), on a l’égalité évidente T,32, =. 
= T,5#. Ainsi, une sous-algèbre de l'algèbre de Lie g = T.3 
est l'algèbre de Lie d'un sous-groupe connexe dès qu'elle est 
l'algèbre de Lie d'un sous-groupe de Lie. 

I1 se trouve qu'il existe une correspondance biunivoque entre les 
sous-groupes de Lie connexes de # et les sous-algèbres de 8 = T,®. 

Théorème 2. La correspondance 


un sous-groupe de Lie = son algèbre de Lie 


entre l'ensemble des sous-groupes de Lie connexes d'un groupe de Lie ‘4 
et l'ensemble des sous-algèbres de l'algèbre de Lie 3 = T,$ est biu- 
nivoque. 

Autrement dit, il existe pour toute sous-algèbre 6 de l'algèbre 
g un (et un soul) sous-groupe de Lie connexe 4 tel que T,%# = D. 

La démonstration du théorème 2 s'avère simple sur le plan théo- 
rique, mais la technique en est assez compliquée. Aussi, on se borne 
aux points cruciaux, le détail étant exposé dans les problèmes et 
le texte en petits caractères. 


$ * * 


Soit Z’ une variété différentiable quelconque. Un fibré vectoriel 
différentiable E = (&, x, Z) est un sous-fibré d’un fibré vectoriel 
différentiable &” — (&”, n°, 2) si 6 6" et x = x" |g. Un sous- 
fibré est défini univoquement par 6, et on l’identifie de règle à cette 
variété. 

Un rôle particulier incombe aux sous-fibrés du fibré tangent 
Ty = (TZ, x, Z) qui s'appellent distributions sur ©. La fibre d'une 
distribution & quelconque au-dessus d’un point p € Z est le sous- 
espace TLZ N6 de l'espace tangent T,Z. Nous noterons &, 
cette fibre. 

Conformément à la terminologie générale de la théorie des fibrés 
vectoriels (voir leçon 6), nous dirons que la dimension de l’espace &, 
(la môme pour tous les p) est le rang de la distribution @. 

Chaque distribution & définit sur Z un champ »—+&, de sous- 
espaces 8 pe TpŸe 


Problème 21. Montrer que ce résultat établit une correspondance biunivoque 
entre les distributions de rang n et les champs différentiables de sous-espaces 
n-dimensionnels. 


Ainsi, les distributions et les champs différentiables de sous-espaces 
sont en fait la même chose. (On considère, par exemple, toute con- 
nexion comme distribution (sur l'espace total & du fibré Ë).] 
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Une sous-variété ? de Z (qui n’est qu'immergée en général) est 
une variété intégrale d'une distribution & si T,Y € &, pour tout 
point p E Ÿ. Une variété intégrale connexe est dite maximale si 
elle n’est contenue dans aucune variété intégrale connexe plus grande. 
Une distribution & de rang n est complètement intégrale si par chaque 
point de © il passe une variété intégrale maximale unique % de 
dimension x (i.e. telle que T,Ÿ = &,) de 6. 

Soit b une sous-algèbre quelconque de l'algèbre de Lie g du 
groupe de Lie S. Comme 6€ g, l’algèbre h est supposée formée 
de champs vectoriels invariants à gauche sur %. Pour tout point 
p € $, on définit donc dans l'espace tangent T,9 le sous-espa- 
ce D des vecteurs X,, À € D. (Si l’on considère h comme sous- 
espace de T,3, le sous-espace 6, n'est autre que l'image (dZ,), b 
de € TS par l'application (dL,).:T.S— T,@.) 


Problème 22. Démontrer que la réunion € (b) de tous les sous-espaces D, 
est une distribution (de fibres Dh) sur $. : 


Si b est l'algèbre de Lie d'un sous-groupe de Lie connexe 52, 
alors £ et toutes ses classes ad£ suivant 5 sont évidemment des 
variétés intégrales maximales de la distribution € (h), si bien 
que € (5) est complètement intégrable. 

On démontrera plus loin que 

A. La distribution & (b) est complètement intégrable pour toute 
sous-algèbre BC 9. 

Ce résultat aidant, soit $£ la sous-variété intégrale maximale 
contenant le point e de & (f). 

Comme aë£ = L,$£ est pour tout a € S£ la sous-variété intégrale 
maximale à élément a de & (6), l’unicité de ces sous-variétés des 
distributions complètement intégrables entraîne a$£ = 2, ce qui 
veut dire que &£ est un sous-groupe abstrait du groupe de Lie G. 

On dit qu’une sous-variété % de Z est conservative si, pour toute 
variété différentiable Z, chaque application p:#—+% cst diffé- 
rentiable si et seulement si elle l’est en tant qu’une application 
dans Z’ (ï.e. il y a différentiabilité de to @ : 3—+ Ÿ, avec 1 : Y — 
—+ ' une injection). 

On conçoit que chaque sous-variété plongée est conservative, mais 
il existe des sous-variétés immergées qui le sont également. On 
démontrera notamment plus loin que 

B. Dans chaque groupe de Lie , toute sous-variété intégrale 
maximale d'une distribution complètement intégrable arbitraire est 
conservative. 

C'est le cas en particulier du sous-groupe &£. Par conséquent. 


la multiplication 
A X > EE 


est une application différentiable (puisqu'il en est ainsi pour sa 
compo :ée avec l'injection £—> 8), i.e. $£ est un sous-groupe de Lie. 
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L'algèbre de Lie du groupe #£ étant par construction la sous- 
algèbre b, cela démontre évidemment le théorème 2. ( 
Ainsi, il nous reste à prouver les assertions À et B. 


& *X + 


Soit le cas À. 

Soient 6 une distribution arbitraire sur la variété différentia- 
ble Z', et a (E] l’ensemble des champs vectoriels À € aZ’ tels que 
X E 8 pour tout point p EL. Il est clair que a [8] est un sous- 
module de l'algèbre de Lie a des champs vectoriels sur Z. La 
distribution & est dite involutive si a[@] constitue une sous- 
algèbre de a’, i.e. si [X,Y]E a [8] quels que soient les champs 
X et Y de «a [8]. 

Problème 23. Montrer que la distribution € (ÿ) est involutive 
pour toute sous-algèbre bC 3. 

Problème 24. Montrer que s'agissant d’une distribution 6 quelcon- 
que de rang n, le module a [&] est un module localement libre de rang n, 
i.e. il existe un recouvrement ouvert {U} de 2 tel que le F ,,;U- 


module a [&l ul, avec &1 y une restriction de & sur U, soit au- 
dessus de chaque U € {U} un module libre de rang » sur l'algèbre 
FKU. [ndication. On prend en qualité de U les voisinages triviali- 


sants pour le fibré &.] 
Les bases du F KU-module a {8|ul s'appellent bases fsur U du 


module a ([&). 
Problème 25. Démontrer l'équivalence des propriétés suivantes de 


la distribution é : 
a) @ est complètement intégrable; 


b) La variété © admet un atlas de cartes (U, x!, ..., x”), m = 
—dim ©, telles que chaque sous-variété dans U définie par les équations 
(18) z"#l = const, ..., æ" = const 


soit une variété intégrale de & ; 
c) la variété ® possède un atlas formé de cartes (U, x, ..., x") 
telles que les champs vectoriels 


constituent une base de a [6] sur U. 

[Zndication. Les affirmations b) et c) sont évidemment deux 
énoncés d'un même résultat. L’implication a) — b) découle facile- 
ment des propriétés générales des sous-variétés (voir leçon III.13). 
Afin de démontrer b) = a), on munit ® d'une topologie d'ensem- 
bles ouverts dont la base est formée de varictés intégrales de &, et on 
examine les composantes de © pour cette topologie.] 
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Problème 26. Montrer que la distribution & est involutive si et 
seulement s'il existe un recouvrement ouvert {U} de la variété tel 
que la base X,,..., X, sur chaque U € {U} du module a [#] présente 
la propriété suivante : 


(19) (X1, Xy =fiÿXx sur UÜ, 


avec ft; des fonctions différentiables sur U. 

Les résultats des problèmes 23 et 24 montrent que l'intégrabilité 
complète et la propriété d'être involutif sont des propriétés locales 
(elles sont en vigueur partout dès qu’elles le sont au voisinage de 
chaque point). 

Problème 27. Démontrer que toute distribution complètement 
intégrable est involutive. (Indication. Si les champs À et Y sont 
tangents à une sous-variété, il en est de même pour le champ [X, Y].] 

La réciproque est vraie elle aussi. 

Théorème 3. Chaque distribution involutive est complètement 
intégrable. 

C'est le théorème de Frobenius, et l'affirmation À en est une 
conséquence immédiate (voir problème 23). On passe donc à la 
démonstration du théorème énoncé 


Les propriétés d'être complètement intégrable et involutif étant des pro- 
peintes locales, il suffit de démontrer la proposition purement analytique ci- 

essous : 

(*) Soit donnés, dans un domaine U = RM contenant le point 0, n champs 
vectoriels X3, ..., X\ qui sont linéairement indépendants sur l'algèbre FU 
et vérifient la condition (19). Dans un voisinage VE U de 0 il existe des coordonnées 

y ++, ZM telles que les champs X1, ..., Xh sur V s'expriment linéairement 
{sur FV) par les champs FF 7 
1 

Démonstration. On suppose qu'il existe dans U des coordonnées 
xl, ..., zM telles que 

a) les champs X,, ..., X,_ soient des fonctions des champs 


d à 10 ls: 
D ECS seuils; 
b) lorsque 2% — 0, les composantes X4,..., XE,n<k<m, de ces 
champs soient identiquement nulles; 
c) le champ X, vérifie l'égalité 


1] 
An gum: 
1] se trouve que dans ce cas X1, ..., X, s'expriment linéairement (sur FU) 
: ) 0 
en fonction des champs DT MT gent 
En effet, on a X! —6!, par suite de c), si bien que 
aX? 8X! ox 
=yt 1. y nu 7 
ns XF = An xl À Gi — 6m 


1<1<n—i, 1<k<m, 
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et comme 
CXns Xp= fi Kat +5 X nn 


selon a) et c), les composantes x? 1<j<n—1, 
Xu ..., Xn_1 vérifient (en tant que fonctions de x" 
différentielles homogènes 
9X* 
) R : -{vh 
FES = hi T .. + fn; Are 


7’ nn 


< k < m, des champs 
système d'équations 


Ces fonctions, n < k < m, sont nulles pour z" = 0 (conformément à b)). Aussi 
sont-elles identiquement nulles. Par conséquent, les champs X,, ..., Xh-1 


At (J Da 
sont des fonctions linéaires des champs _ + 7mai (equi fait que X,, ... 


0 Ô 0 
Oz °°" Oz" 1 " Ga 

Ainsi, il suffit, pour avoir la proposition (x), de démontrer l'existence 
des coordonnées z!, ..., zx" douées des propriétés a), b) et c) (et de désigner 
ensuite z" par zx"). On procède par récurrence sur n. 

Quand n = 1, les Conditions a), b) n'ont pas de sens (non plus que la con- 
dition d'être involutif (19)). La seule chose à démontrer est donc l'existence, 
pour X quelconque non nul en 0, d’une carte (V, z!,..., r") centrée en 0 
telle que 


. Xh_r Xh sont celles des 


rs 0 
7 xm * 


Soient z!, ..., z" des coordonnées quelconques sur R" (ou au moins 
sur U). On suppose sans restreindre la généralité que la m-ième composante 
Xm du champ X est 0 en 0. On choisit un nombre e >> 0. Soit W un voisinage 
du point 0 de RM-1 (identifié au sous-espace z" — 0 de RM) tel que W€ 
= Rm-1 N U et que pour tout point w € I, w = (w!, ..., wM”1), la courbe 
intégrale y, du champ X passant par (w, 0) € R® pour t — 0 soit définie pour 
|t| <e. (Le ee W existe en vertu des théorèmes usuels de la théorie des 
équations différentielles ordinaires). L'application W X ]—e, e[ + RM en- 
voyant (w, £) dans y,. (t) est différentiable, et la matrice jacobienne associée 
au point (0, O) s'écrit 


X! (0) 


un Xm-1 (0) 
0..:0 Xxm(0) 


L'application (w, t)+> y, (t) est donc étale en (0, O0) par suite de X(0) 0, 
si bien qu'il existe dans R un voisinage V du point 0 où w!, ..., wm-1, {sont 
des coordonnées locales. Ce faisant, on a X TT dans Ÿ. Si l'on introduit les 
notations convenables pour w!, ..., wm-1, {, on aura le résultat voulu. 

[Nous avons en fait démontré de façon ordinaire le théorème des trajectoires 
enr d'un champ vectoriel au voisinage de tout point où ce champ est 
non nul. 

Poursuivons nos raisonnements. On sl La que (x) est juste pour x — { 
champs et on démontre qu'il existe pour n champs X1, . .., X, les coordonnées 
rl, ..., x" assujetties à a), b) et c). 
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On applique à X, le théorème ci-dessus, ce qui donne de suite la conditivn 
c). On remplace X,, ..., Xh_, par 


Ô ô 
XX Xi XP An, Xnnn— Xe = Xn— XP An, 


d'où la condition a). On peut donc supposer dès le commencement (sans nuire 
ee  ) qu'on est dans les conditions a) et ec). Le problème consiste à 
obtenir b). 

Soient Ÿ,, ..., Yn_1 les restrictions à U f\ RM-1 des champs X,, ... 
.... Àn 1 (i.e. ce sont les valeurs de ceux-ci pour z" — Ces champs vérifient 
évidemment (sur U N R-1) l'égalité (19), si bien qu'il existe par hypothèse 
de récurrence une carte (W, y, ..., y"), W & U fN RM, telle que Ÿ1, ... 


+ Yn_1 s'expriment linéairement sur W en fonction des champs a PRE 


0 ° Le , 4 i à 
en Zn » Si bien qu'en coordonnées y", ..., y"-1 (i.e. dans la base ag": 


ô è ; 
_—— jm) , leurs composantes YF, ..., Vh_,, n < k & m — 1, sont identi- 


quement nulles. S'agissant de X1, ..., Xh_1, cela signifie que X*, ..., X*_.. 
n<k<m —1, sont nulles pour z"% = 0 dans le système de coordonnées 

,..., YNA, zM (définies sur V de la forme W X ]—e, el, avec e > 0 un 
nombre suffisamment petit), i.e. que la condition b) est remplie pour y!, ... 
..., ÿM71, ZM, Du moment que les conditions a) et c) le sont évidemment pour 
les coordonnées y1, ..., yM-1, z2M, le théorème de Frobenius est démontré 


in extenso. [ 


Remarque 2. Puisque la propriété d'être involutif a trait aux 
sous-algèbres des algèbres de Lie a’, la variété 2’ du théorème de 


Frobenius a été supposée de classe C°”. Or, ce théorème est juste pour 
les variétés de classe C', r> 2, à condition d'assimiler la propriété 


mentionnée à (19) avec fi; de classe C”-1. 


+ + + 


Voyons maintenant l'affirmation B. 

Problème 28. Démontrer que La variété intégrale maximale :y 
d'une distribution complètement intégrable, qui vérifie le deuxième azio- 
me de dénombrabilité, est conservative. [[ndication. Chaque point p € # 
possède dans 4’ un voisinage de coordonnées tel que les composan- 
tes de l'intersection U f]% (pour la topologie de %) soient données 
par les équations de la forme (18), et ces composantes sont au plus 
dénombrables. Aussi, sont-elles également les composantes des 
intersections U f} pour la topologie de Z.] 

Problème 29. Démontrer que tout groupe de Lie connexe vérifie 
le deuxième axiome de dénombrabilité. [[ndication. Choisir dans un 
voisinage Ü de l'unité un ensemble partout dense dénombrable C et 
considérer tous les voisinages gŸV, où VE U et g est un produit 
quelconque d'éléments de C.] 

Les deux derniers problèmes entraînent de suite qu'il suffit, pour 
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avoir B, de démontrer la proposition suivante (qui a certes son 
intérêt propre). | 

Proposition 2. Soit % une sous-variété de X'. Si 

a) Y est connexe, 

b) Z vérifie le deuxième axziome de dénombrabilité, 
alors la sous-variété Y le vérifie elle aussi. 

Le point épineux est en l'occurrence le cas de # immergée, car 
la proposition est triviale pour l'injection (chaque sous-espace 
d'un espace obéissant audit axiome le vérifie évidemment). La 
démonstration sera faite une fois de plus à travers les problèmes. 

Problème 30. Démontrer que si un espace topologique connexe T 
admet un recouvrement ouvert U = {U,} tel que 

1° chaque ensemble U, vérifie pour la topologie induite le deuxiè- 
me azxiome de dénombrabilité : 

2° quel que soit &, la famille des éléments de VW, qui rencontrent U,, 
soit dénombrable (ou finie), 
alors l'espace 4 satisfait au deuxième axiome de dé- 
nombrabilité. (Indication. Choisir un élément quelconque 
U;, de U et considérer toutes les suites finies U,,, U,, ..., U 


Œn 
d'éléments de U telles que U,, NU, 7 © pour tout i — 
= {,...,n. Montrer que la réunion des éléments de ces suites véri- 
fie l'axiome en question et coïncide avec Z.] 

Problème 31. Démontrer qu’un espace topologique connexe © 
satisfait au deuxième aziome de dénombrabilité s'il possède un recou- 
vrement ouvert dénombrable {U;} dont chaque U; est réunion d'ensembles 
ouverts disjoints U;,,, vérifiant ledit axziome. ([Tndication. Le recou- 
vrement {U1: 44} formé de tous les ensembles U, ,; satisfait aux 
conditions du problème 30.] 

Remarque 3. Il en résulte de suite que tout espace &, revêtement 
de # qui obéit au deuxième aziome de dénombrabilité, vérifie l'axiome 
en question. (Les images réciproques des éléments d’un recouvrement 
dénombrable de l'espace # composé d'ensembles bien recouverts 
constituent un recouvrement de & qui jouit des propriétés énoncées 
dans le problème 31.) 

Une application f : © —+ % est localement homéomorphe s'il existe 
un recouvrement ouvert {U,} de l’espace Z tel que 

a) l’ensemble f (U,) soit ouvert dans % ; 

b) l'application f sur U, soit l’homéomorphisme U, —+ f (U,) 
pour tout «. 

Problème 32. Démontrer que s’il existe pour un espace topologique 
connexe Ÿ une application localement homéomorphe 

f: LT —R?, 
alors Œ vérifie le deuxième aziome de dénombrabilité. (Indication. 
Soit {V,} une base dénombrable de 2" formée d'ensembles ouverts 
connexes, et soit VU, une partie (éventuellement vide) de l'espace &, 
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qui est réunion d'ensembles chacun desquels est appliqué homéo- 
morphiquement par f sur V;. Les sous-ensembles U, constituent un 
recouvrement de «7 qui remplit les conditions du problème 31.] 

Problème 33. Utiliser le problème 32 et démontrer la proposi- 
tion À pour Z = R", puis dans le cas général. [/ndication. Se référer 
dans le dernier cas au problème 30.] 

Ainsi, les affirmations A et B (donc le théorème 3) sont complète- 
ment démontrées. [] 


* + *+% 


Le fait que chaque sous-groupe de Lie est une variété intégrale 
d'une distribution complètement intégrable entraîne de suite l'affir- 
mation suivante (nous l'érigeons en une proposition afin de s’y 
référer facilement). 

Proposition 3. Chaque sous-groupe de Lie dont les composantes 
Jorment un ensemble au plus dénombrable, est une sous-variété conser- 
vative. O 

Si l’on prend, par exemple, le sous-groupe à de R°? avec la 
topologie discrète, on voit que la dénombrabilité de l’ensemble des 
composantes constitue une condition nécessaire. 

Ci-dessous deux conséquences immédiates. 

Corollaire 1 (théorème d’unicité). Si l'on munit un sous-groupe 
abstrait S£ d'un groupe de Lie $ d'une structure de sous-variété dont 
les composantes forment un ensemble au plus dénombrable, par rapport 
à laquelle SL est un sous-groupe de Lie, on le fait d'une seule manière. 

Démonstration. Soient #, et &#, deux sous-groupes de 
Lie qui s’identifient en tant que sous-ensembles à 4 et dont les 
composantes forment un ensemble dénombrable (ou fini). Il faut 
démontrer que 1—=d#£:, i.e. que les structures différentiables 
sur et sont les mêmes. Une condition suffisante en est que les 
identités %,— #,et a+ 9, soient différentiables. Or, la propo- 
sition 3 le garantit immédiatement. [0 

Corollaire 2. L'application B:R—- S£ est un sous-groupe à un 
paramètre d'un sous-groupe de Lie S@ si et seulement sir o B:2r— % 
est un sous-groupe à un paramètre d'un groupe de Lie 4. NO 


Problème 34. Donner une démonstration immédiate de la dernière affir- 
mation. {/ndication. Utiliser les coordonnées normales.] 
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